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Ferdinand Cap, Innsbruck* 


Die diesjahrige Hauptversammlung der ésterreichischen physi- 
kalischen Gesellschaft ist durch ein sehr trauriges Ereignis tiberschattet, 
den Tod von Prof. Dr. ArtHUR Marcu, Ordinarius fiir theoretische 
Physik an der Universitat Innsbruck. 

Obwohl seit Herbst 1954 ein schweres Leiden, das ihn gegen Ende 
des Jahres 1955 zu einer Operation zwang, an seiner Gesundheit zehrte, 
kam sein pl6tzlicher Tod am 17. April 1957 allen iiberraschend. MArcu’s 
Lebenswille und seine groBe Schaffenskraft noch im letzten Monat 
seines Lebens tauschten Freunde und Bekannte iiber seinen wahren 
korperlichen Zustand hinweg. 

ARTHUR Marcu wurde am 23. Februar 1891 in Brixen in Siidtirol 
geboren. Er verbrachte dort auch seine Jugend und besuchte das von 
Augustinern geleitete staatliche Gymnasium. 

Im Jahre 1909 begann er das Studium der Physik und Mathematik 
an der Universitat Innsbruck, an der damals Prof. TuMLIRz den Lehr- 
stuhl fiir theoretische Physik innehatte. Prof. TUMLIRZ, ein Gegner der 
Quantentheorie, konnte einem Marcu nicht viel bieten, und so ging 
MARCH einige Semester zu PRINGSHEIM und SOMMERFELD nach Miinchen 
und zu HASENOHRL nach Wien, wo er in SCHRODINGER und THIRRING 
kongeniale Studienkollegen und Freunde fand. 

Nach Innsbruck zuriickgekehrt, verfaBte MArcH seine Dissertation 
, Die Anderung des Widerstandes eines Elektrolyten im magnetischen 
Feld‘ und promovierte am 19. Juli 1913 zum Dr. phil. 

Marcu wandte sich dann der Mittelschullaufbahn zu und war in 
den Jahren 1914—1924 Professor am Madchenrealgymnasium in 
Innsbruck. 

Im Jahre 1917 habilitierte sich MArcu bei Tumrtrz fiir theoretische 
Physik und wurde einige Jahre spater zum Titularprofessor ernannt. 
Im Oktober 1926 erfolgte dann seine Ernennung zum au8erordentlichen 

rofessor und zum Vorstand der mathematisch-physikalischen Lehr- 
mittelsammlung, wie das Institut fiir Theoretische Physik damals hieB. 


* Gedenkrede, gehalten anlaBlich der Jahreshauptversammlung der Oster- 
reichischen physikalischen Gesellschaft in Graz am 15. Oktober 1957. 
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Die wissenschaftlich bedeutsamen Arbeiten Marcus, die ich spater 
noch wiirdigen werde, erschienen alle erst nach 1928. Im Jahre 1930 
erschien Marcus erstes Lehrbuch tiber Quantenmechanik. Die klare 
Interpretation des damals noch kaum gedeuteten und richtig ver- 
standenen Formalismus der Quantentheorie und seiner erkenntnis- 
theoretischen Bedeutung erregte in der Fachwelt Aufsehen und trug 
Prof. Marcu eine Einladung nach Oxford ein, wo er von 1934—1936 
als Gastprofessor lehrte. In Oxford und teilweise auch in Cambridge 
konnte MARCH mit den bedeutendsten Physikern dieser Zeit zusammen- 
arbeiten — Born, Dirac, KapitzA, SCHRODINGER und andere waren 
seine Kollegen. 

Nach Innsbruck zuriickgekehrt, wurde Marcu im Herbst des 
Jahres 1936 zum Ordinarius fiir theoretische Physik ernannt. 

Die folgenden Jahre waren emsiger wissenschaftlicher Arbeit und der 
Vorlesungstatigkeit an der Universitat Innsbruck gewidmet. Seine Er- 
holung fand Marcu in seinen geliebten Bergen und beim Skisport. 


Als 1939 diistere Wolken iiber Europa heraufzogen, war Prof. MARCHs 
Familie in Irland auf Besuch, er selbst hier. Durch den Kriegsausbruch 
wurde die Familie getrennt. Gegen Ende des Krieges verlor MARCH 
durch einen Bombentreffer auch noch seine Wohnung. In dieser traurigen 
Zeit schloB sich Prof. MARcH enger an seine Freunde an und trat der 
6sterreichischen Widerstandsbewegung bei. 1945 gehdrte Prof. Marcu 
der von Minister a. D. GRUBER geleiteten provisorischen Landesregierung 
von Tirol an; er erhielt spater mehrere Ehrendiplome fiir seine politische 
Tatigkeit. 

Da ihn jedoch seine Tatigkeit als Dekan und akademischer Lehrer 
ganz in Anspruch nahm, schied er bald von der politischen Biihne. 
Trotz dieser mehrfachen Belastung fand Marcu in diesen Jahren 
1946—1947 Zeit fiir drei Lehrbiicher, weitere Lehrbiicher und Arbeiten 
folgten 1948—1957. 


1946 wurde Prof. MArcH zum Mitglied der Akademie der Wissen- 
schaften in Wien gewahlt. 


Es ist nicht moglich, Marcus wissenschaftlichem Lebenswerk in 
einer kurzen Gedenkrede die entsprechende Wiirdigung teilwerden zu 
lassen. Ich muB mich damit begniigen, die wichtigsten Werke von 
Prof. Marcu aufzuzahlen und zu versuchen, seine sich im wesentlichen 
auf drei Gebiete erstreckenden wissenschaftlichen Leistungen kurz zu 
skizzieren. Das erste Buch aus Marcus Feder erschien 1919 unter dem 
Titel ,, Theorie der Strahlung und der Quanten‘‘. Dieses Werk beschaftigte 
sich mit dem PLaNncKschen Quantengesetz und mit der Bourschen 
Quantentheorie. Die zweite Auflage dieses Werkes war eigentlich ein 
vollig neues Werk, da ja die Quantentheorie seit 1925 einen ungeahnten, 
vollig neue Aspekte eréffnenden Fortschritt genommen hatte. Dieses 
Lehrbuch erschien 1931 unter dem Titel ,,.Die Grundlagen der Quanten- 
mechanik". Schon zu dieser Zeit wurde Marcus Vorliebe fiir allgemein 
verstandliche Darstellung offenbar. 


ARTHUR MARCH f 29) 


1933 erschien seine ,, Moderne Atomphysik“, eine sich an den gebildeten 
Laien richtende Einfiihrung in die Quantentheorie. Marcu hat als 
einer der ersten die tiefe erkenntnistheoretische, philosophische und 
weltanschauliche Bedeutung der Quantentheorie erkannt; in seinen 
allgemein verstandlichen Darstellungen verfolgte MARCH einen doppelten 
Zweck — einmal wollte er sich selbst klar werden tiber die naturphilo- 
sophische Bedeutung der neuen Theorien und die Fachkollegen zu einer 
Diskussion auffordern, andererseits hielt er die naturphilosophischen 
und weltanschaulichen Folgerungen der Quantentheorie fiir so wichtig, 
daB er die Verpflichtung empfand, sie einem weiteren Kreise ohne 
mathematische Belastung mitzuteilen. 

In einem vierten Buch, ,,Natur und Erkenntnis‘‘, 1948 erschienen, 
sagt dies MARCH im Vorwort ganz deutlich. Marcu hat sich auch nicht 
gescheut, aus der Erkenntnis der modernen Physik konsequent philo- 
sophische, ja auch politische Schliisse zu ziehen. Er ging auch auf die 
Atombombe und ihre Gefahren ein und beschaftigte sich schon 1946 
mit den uns gerade in diesen Tagen bewegenden Problemen der Kon- 
trolle der Atomwaffen. (Natur und Erkenntnis, S. 236.) 

In seinem, fiir den an den Ergebnissen der modernen Naturwissen- 
schaft interessierten Laien bestimmten Biichlein ,,.Der Weg des Uni- 
versums’ (1948, Bern) erreicht Marcu einen Héhepunkt klarer, allge- 
mein verstandlicher Darstellung, in blendendem, zuweilen direkt 
dichterischem Stil. 

Horen wir ihn selbst: ,,Die Welt begann mit einem absoluten Nichts. 
Ihre gesamte Materie stand Kern an Kern zusammengepreBt hinter den 
Kulssen des Raumes, der den Schauplatz des kiinftigen Geschehens 
bilden sollte, und wartete auf das Stichwort, das sie auf die Biihne rief. 
Auf dieses Wort hin ergoB sich ein Flammenstrom in den bisher leeren 
Raum, und damit setzte, nicht friedvoll, sondern unter einem unge- 
heuerlichen Aufruhr der Elemente, das gewaltige Schauspiel ein, in 
welchem es einer Gottheit gefiel, das Schicksal dieser Welt sich voll- 
ziehen zu lassen.” 

Im Jahre 1951 erschien Marcus Hauptwerk, das in englischer 
Sprache abgefaBt ist: ,, Quantum Theory of Particles and Wave Fields“. 
Dieses Lehrbuch erfreut sich in den USA unter den Studierenden gréBter 
Beliebtheit. In diesem Werk findet sich auch die erste und leider einzige 
lehrbuchmaBige Darstellung der Theorie der kleinsten Lange. 

Nicht nur in seinem zweiten Lehrbuch der Quantentheorie, sondern 
auch in seinen Aufsdtzen in wissenschaftlichen Zeitschriften kommt 
Marcus Ringen um ein Verstehen des quantentheoretischen Formalis- 
mus, sein Wunsch, hinter die mathematischen Symbole zu sehen, zum 
Ausdruck. In einer 1931 in der Zeitschrift fiir Physik publizierten Unter- 
suchung beschaftigt sich Marcu mit dem Zustandsbegriff in der Quanten- 
theorie, und im gleichen Jahr erschienen auch seine Arbeiten zur alten 
Frage, ob das Licht eine Wellenbewegung sei oder aus Korpuskeln be- 
stehe. Die von der Quantentheorie gegebene Antwort, daB das Licht 
sich in gewissen Experimenten wie eine elektromagnetische Welle, in 
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gewissen Experimenten sich aber wie ein Teilchen benimmt, ohne das 
eine oder andere ganz zu sein, erlautert MARCH am Elementarprozef der 
Photegraphie. 

Bevor sich Marcu so eingehend mit der Quantentheorie befaBte, be- 
schiftigte er sich auch viel mit thermodynamischen Problemen. Von 
Marcu stammt z. B. eine Ableitung des WIEDEMANN-FRANZschen Ge- 
setzes aus dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik. Auch eine 
Theorie der Thermodynamik der Kolloide stammt von MARCH, — 
diesem Problemkreis entnahm MArRcH auch 6fters Themen fiir Disserta- 
tionen. SchlieBlich verdanken auch die Kristallographie und die Theorie 
der Réntgenspektren MARcH wertvolle Beitrage. (Vgl. das Verzeichnis 
der wichtigsten wissenschaftlichen Zeitschriftenaufsatze.) 

Marcu bedeutendste Leistung war jedoch die Einfiihrung einer die 
MeBméglichkeit in kleinsten Raumen beschrankenden elementaren 
Lange, einer neuen fundamentalen Naturkonstanten. Durch die An- 
nahme einer solchen Begrenzung der MeBméglichkeit gelang es MARCH, 
manche Schwierigkeiten der modernen Quantentheorie zu klaren. Wenn 
auch iiber die Art der mathematischen Durchfiihrung der neuen 
Hypothese heute noch verschiedene Anschauungen bestehen, so ist die 
Idee als solche bereits allgemein anerkannt. 

1955 erschien das naturphilosophisch-erkenntnistheoretische Werk: 
, Die physikalische Erkenntnis und ihre Grenzen‘‘, und noch im Fe- 
bruar 1957, knapp vor seinem Tod, erschien Marcus Beitrag zu Rowohlts 
Deutscher Enzyklopadie: ,,Das neue Denken der modernen Physik”. 

Neben diesen 8 Biichern verdffentlichte Marcu in den Jahren 
1915—1950 iiber 60 wissenschaftliche Einzelarbeiten; die Angabe einer 
genauen Zahl ist leider nicht méglich, da MARCH in seiner Bescheidenheit 
nie ein Arbeitenverzeichnis anlegte und manche seiner alteren Arbeiten 
oder Arbeiten, die er fiir unwichtig hielt, selbst gar nicht mehr kannte 
— es geniigte ihm, ein Problem erkannt und gelést zu haben; die 
Publikation interessierte ihn dann meist nicht mehr sonderlich. Diese 
Bescheidenheit ist auch der Grund dafiir, daB die Theorie der kleinsten 
Lange noch bis vor wenigen Jahren ausschlieBlich W. HEISENBERG, der 
sich auch mit diesen Problemen befaBte, zugeschrieben wurde. MARcH 
konnte es jedoch noch erleben, daB nun in der internationalen wissen- 
schaftlichen Literatur auch seine Arbeiten immer mehr bekannt und 
anerkannt wurden. Wie immer die Theorie der kleinsten Lange in einer 
zukiinftigen Theorie auch formuliert sein wird — Marcus Name wird 
zu allen Zeiten mit dieser neuen fundamentalen Naturkonstanten ver- 
bunden bleiben. 


Einige der wichtigsten Zeitschriftenver6ffentlichungen von Prof. 
Dr. A. Marcu. 


Annalen dey Physik: 
“1 (1928) Kontinuierliche Réntgenspektren. 
7 (1924) Kontinuierliche Réntgenspektren und PLaNncxKsches Strahlungsgesetz. 


83. (1927) 


84 (1927) 
Kolloid-Zeitschvift : 
45 (1928) 
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Ableitung des Gesetzes von W1IEDEMANN-FRANz aus dem II. Haupt- 
satz. 


Thermodynamik disperser Systeme. 


Thermodynam. Theor. d. kolloiden Zustandes. 


Wiener Klinische Wochenschrift: 
37 (1924) 
Z. f. Kristallographie: 
81 (1932) 


Kontinuierliche Réntgenspektren und Warmestrahlung. 


Mathematische Theorie der Regelung nach der Korngestalt bei 
affiner Deformation. 


Wirkung kleinster Strahlungsenergien auf Silberbromid: Wellen- 
oder Korpuskulartheorie des Lichtes ? 

Zustandsbegriff in der Quantenmechanik. 

Die Geometrie kleinster Raume I. 

Die Geometrie kleinster Raume II. 

Zur Grundlegung und Anwendung einer statistischen Metrik. 
Statistische Metrik und .Quantenelektrodynamik. 

Die Frage nach der kleinsten Wellenlange. 


Z. f. Physik: 
73 (1931) 
73 (1931) 
104 (1937) 
104 (1937) 
105 (1937) 
106 (1937) 
108 (1938) 
114 (1939) 


Marcu, A. und E. Forapori: Ganzzahligkeit in Raum und Zeit I. 
Ganzzahligkeit in Raum und Zeit II. 


Acta Physica Austriaca: 
1 (1948) 


Quantentheorie der Wellenfelder und kleinste Lange (zwei Arbeiten). 


On Multiplicity Theorems and an Exact Solution in Diabatic 
Flow 


Part I 
By 
W. A. Gustafson and M. Z. v. Krzywoblocki 
University of Lllinois, U.S.A. 


With 4 Figures 


(Received May 18, 1956) 


5.0 A Family of Exact Solutions of the Diabatic Flow Equations 


5.1. Analysis and Development of a One-Parameter Family of Solutions 


The equations describing diabatic flow are considered in their usual 
form as given by the system (1.4.1) to (1.4.4), and an analysis is presented 
resulting in a one parameter family of exact solutions. At one point in 
the analysis, the constant in the energy equation d?(w) is taken to be 
a universal constant, thus simplifying the procedure somewhat. This 
convenience does not restrict the generality of the analysis in any way, 
since Theorem | provides a method of generating a flow having d? = d?(wy) 
from a flow in which d? is a universal constant. 

Equations (1.4.1) and (1.4.2) expanded in CARTESIAN coordinates in 
two dimensions are the following: 


UU,x.+UU,y= — 0 1D,x, UV,2+UV,y= —o0 1D», (5.1.1) 

(0 u),x+ (0v),y¥=9, (5.1.2) 

where uw and v are the x and y components of velocity, respectively, and 

the comma denotes partial differentiation. The pressure-density- 

entropy relation (1.4.4) is rearranged and used in the following form: 
pi? = Oy) @exp (Sep-2), — O(p) = dol!” gg-2 exp (— Sp cp), 

Ste (5.1.3) 

The energy equation derived in section 1.2 with the use of the concept 

of momentum can be transformed, using (5.1.3), into the following form: 

& (w? + v®) + v(y — 1)-16 pe —D exp (S cp!) — QO =1,(y), _ (5.1.4) 


where i9(y) has replaced 1/2 d?(p) to simplify the notation used in this 
chapter. 
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The stream function y is now introduced to satisfy the continuity 
equation (5.1.2) as follows: 


C4 SU TOC ie (5.1.5) 

Since diabatic flow is, in general, rotational, a vorticity equation 

is necessary for a complete description of the problem. The vorticity 

equation is derived below by a procedure quite similar to that given 

in [9] for isentropic flow. It is convenient to consider the (s, 7) coordinate 

system, where s is the running coordinate along a streamline, and is 

normal to a streamline. The energy equation (1.2.8) with 1/2 d?(w) 

replaced by 1(y) is differentiated partially with respect to y, using the 
fact that 0/dy = o-1q-1 @/an, thus yielding 


digidp = 0-*g,n + vy — 1)-* 97g 1d [Pp *f,n — et 0.n] — Oy. 
(5.1.6) 


The entropy S is obtained from (5.1.3) in the form: 
S =» R(y — 1)-1 In (6 0-1 6-4. (5.127) 
Defining S = S »-! R-1 and differentiating S partially with respect to py 
furnishes: 
Sy = (v — 1) 104197 [y-1 p19, —0-16.n—e-10,0]. (5.1.8) 
Multiplying (5.1.8) by » #@~! and subtracting from (5.1.6) gives 
disfdy — P07S y= 0140+ 0°91 hn —Ou + 
+ v/v — 1)-40-1 0-1 p dO/dy. (5.1.9) 
The equations of momentum in (s, ”) coordinates, according to [9], are 
the following: 

G¢sto lq 1phn=9, q9¢,s+ 0 1*65=0, (5.1.10) 
where ¢ is the angle between the velocity g and some fixed reference 
system. Using the first of (5.1.10) and the equation of state for a perfect 
gas, equation (5.1.9) becomes: 

dildy =T Sy = 0-1 [an -9 $5] —OQw+ 
+ vv — 1)-1 07-1 06 dO/dy. (orL1d) 
The definition of entropy dS = T~! dQ, can be expanded to give: 
Q.x—TS,)dx+ Ov—TS,y) dp =0, 
but since x and y are independent, this implies that 
Ope LS 7 Cy ad baer 
and hence, in (5.1.11), TS.» cancels Q,y. The definition of vorticity 
in (s, 2) coordinates is: 
—20=9n—-9$,s=In— Ms, 
and in (x, y) coordinates it is 
—20= (TRON —* XU 3 
and thus using the definition of vorticity in (5.1.11), the final form of 
the vorticity equation is obtained as: 
x — U,y = — @Q [digldp — v(v — 1)-1 p?—Y" dO/dy exp (S cp"). (5.1.12) 
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All of the necessary basic equations for diabatic flow are now avail- 
able. It is convenient to proceed with the analysis by transforming the 
equations from the independent variables (x, y) to new independent 


variables (x,y) with x= x. Using the notation h(x, y) = Ae) 
the following relations are obtained: 
hg shake thyya,  hyHhertythy yy, 
from which the well known transformation relations are obtained in the 
following form: 
he=Whheye—hova 9 hy= Ua ee hoes 
(5.1.13) 
where the JACOBIAN /, is 
seas ie 


iy) | 
hale 
Xx ) yp Xx, yp Vs yp 


The inverse of J,, denoted by Jo, is easily evaluated as follows using 


— Xx Vip = Xp Wine 


(5.1.5): 

x X ey ween 

X,Y Xx Wx o7 

2 ———— | = = 0 0, 
Js | Ca) Xy Dy [0 ou ‘ 
and since J, J, = J, where J is the identity matrix, it is easily verified 
that 
1 UU. 
paeet = — u-!, 
Ji | 0 ot ual Q 


Hence, using the appropriate elements of /,, the relations (5.1.13) can 
be rewritten as follows: 


ee =hz =F OQ vh», hi, — 8) uh,y. (5.1.14) 
It is apparent that this transformation is valid whenever 0 vu 4 0, 
which indicates that a point where u = 0 or a point at rest (w = v = 0) 
is a singular point. 

Applying the relations (5.1.14) to u(x, y) and v(x, y), it is tacitly 
assumed that no singularities occur, and hence, the vorticity equation 
(5.1.12) is transformed to the following: 

Uv, o Pas 0 0) v, CO) a O Uu Up = 
= — 0 [dig/dp — v(v — 1)-1 p? —H* dO /dy exp (S cp—)], —_— (5.1.15) 
where the bar has been omitted since x = %. Differentiating (5.1.4) 
with respect to y and substituting the result for di /dy into (5.1.15), 
and simplifying by using (5.1.3) and the definition of entropy, the 


following equation results: 
Ue = Py: (5.1.16) 


_ Since the JACoBIAN of the transformation in general does not vanish, 
it is thus possible to solve for ¥ and p in the form ¥ = a(x, ))-= wand 
y = p(*, ¥). From (5.1.5), it is possible to integrate and solve for: 


yp=—ovxtouy, or y=o tu tp+u-tvx, (5.1.17) 
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since the constant of integration can be taken as zero without loss of 
generality, from which it follows by differentiating partially, first with 
respect to y and then with respect to x, that the forms associated with 
(5.1.5) are 
VO ellen, Ngee Uitha (5.1.18) 
The problem now is to solve equations 16. 1.3), (5.1.4), (5.1.16), and 
(5.1.18) for the quantities u,v, p, @, and y, in terms of x and y, assuming 
that the entropy S is specified, which in turn determines Q. To begin the 
procedure of solution, a new function y(x, y) is troduced to satisfy 
(5.1.16) as follows: 
P= Ln v=— Yy. (5.1.19) 
Using (5.1.19), equation (5.1.4) takes the form: 
UA 249-0) — 2 vy — 1) 1 yee? exp (S 4) — yy". (6.1.20) 
Using the last part of (5.1.19) and (5.1.20), the two equations (5.1.18) 


become 
ee ae (6 
Vi» = 0, Pas L/y exp ( &S Cp WAALS ale (5. 


where 
As 2 (tg 4 0) — 29(»— 1) 20,” VP exp (See) —yy%, (5.1. 22a) 
Differentiating (5.1.21) with respect to y and (5.1.22) with respect to x 
produces the same quantity on the left side of each equation, assuming 
the necessary continuity to exist, thus enabling the elimination of y by 
equating the two equations. The differentiation is carried out below, 
assuming for convenience that 7) is a universal constant, thus simplifying 
the problem somewhat, but without loss of generality as mentioned at 
the beginning of this section. 
Vine = — tw {A} {A}? + x9 Ow — 9 — I) 
ee ae CCDS Cpe) Po Lye lay EXP Cp) 
+ ep 364, ¢— VP exp (S cp) Sv] — xv L.ve (Ay #8) (o-1-23) 
V ap Oy 7g 2 -exp (S tp) [ep 1S, 4 vt a PY, x tA} {A} 3/2 — 
— Oy x exp (S ce Y{Orx Ae ies 
Ly Wy Fy ae exp (S op—*) 
+ cp tO, 2D" S ,exp (S cp—})] — x,y x,m} {A} 3. (5.1.24) 
The two above equations can be simplified by using the definition of 
entropy, which relates the externally added energy Q, the temperature 7, 
and the entropy. For this purpose, the equation of state for a perfect 
gas is solved for the temperature and using (5.1.3) and (5.1.19) this 
becomes 
tiie ep) 6 Rex Sep) = 
Heel) tne Vogt a EXD Cea (5.1.25) 
From the definition of entropy, dS = T~1 dQ, it was shown previously in 
this section that the following relations are valid: 
On= 1 S,s, Oy=T Sy. (5.1.26) 
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Considering (5.1.25) and (5.1.26), it is evident that Ow in (5.1.23) is 
cancelled by the term containing S,y and similarly Q,. in (5.1.24) is 
cancelled by the term containing Sx. Up to this point, the appearance 
of Q and S in the system of equations under consideration has caused 
no particular difficulties, and the procedure has been quite analogous 
to that used by KreBer [5] for rotational isentropic flow. 

A generalized separation of variables procedure is now applied by 
assuming that (x, y) is of the following form: 


x(x, p) = fx) Hy). (5.1.27) 
Substitution of (5.1.27) into the simplified form of (5.1.23) and (5.1.24) 
yields the following equations respectively: 


Vigy = NTL ANA 

=f Ho 1) SOL fee EXD (oem ete 
6H-1" H’ fO-Dr exp (Sq) fH A Ay 42) ioe 
2 = 0 H-¥> f’—¥ exp (S cp) [op-2S, 2 — v2 f'-1 f""] {A} {A} 8? 

EO Hate Mex (S.cpe1) {OUL” 29)" [ee cane Oro crm ee 

+ ff H’'{A\—*h, (5.1.29) 
The separation of variables procedure to be used is discussed in 
general terms below and the details are carried out later. The right 
sides of (5.1.28) and (5.1.29) contain certain functions of x and yw and 
their derivatives, which permit these equations to be written symbol- 
ically as follows, assuming that S(x, wy) is a sum of a function of x and 
a function of y and that gi (¢ = 1, 2, 3, 4) contains contributions from 


both f(x) and S(x, y), and H(w) and 6(w) contain contributions from the 
corresponding part of S(x, w): 


Vue = B [gy(x), Hy), O(y)] + C (g(x), H(y), (p)], (5.1.30) 

y, xy = D [g,(x), H(w), O(p)] + E [g4(x), Z(y), O(y)j. (5.1.31) 
In equating these two equations, there are two possible ways which 
might be considered, (1) B = D and @ = £, or (2):B =" andse =a 
However, since terms B and D both contain {A}, it seems simpler to 
consider the first possibility, leaving the second open for any future 
investigations which might be of interest. The procedure now is to 
determine f(x), so that in (5.1.30) and (5.1.31), the functions g;(x) 
(¢ = 1, 2,3, 4) can be factored from each term as follows: 

Vive = 84(x) BA (y), O(y)] + go(x) C [A(y), (y)], (6.1.32) 

v,av = 85x) D [H(y), 0(y)] + ga(x) E LH (y), O(y)], (6.1.38) 
and also requiring that g,(%) = g,(x) and g(x) =g,(x). Hence, 
equating B= D and C = E, all quantities involving the independent 
variable x cancel, leaving two ordinary differential equations for H(y) 


and @(y). With these two functions known, the complete solution to 
the problems can be obtained. 


i} 


T 
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It is now necessary to find means of determining f(x) so that the 
above formal operations can be carried out. First, consider the relation 
B = D obtained from (5.1.28) and (5.1.29) in the form: 

Say heen ies eh ate EX (Sep) 

Cr Cy + Cpe) Oo Cy cp yay eh (5.1.34) 
where the constants c, and cy have been introduced to aid in developing 
a general approach for the determination of /(x), their necessity becoming 
evident later. Since in general S = S(x, y), it is evident that, if the 
separation of variables described above is to be accomplished, the 
functional form of S(x, y) must also be determined from this analysis. 
Comparing the left side of (5.1.34) with the first term on the right, it 
is apparent that for factorization resulting in the same function of x on 
both sides of the equation, the function /(x) must satisfy the following 
condition: 

esc f ep bS GZExpS Csr). (5.1.35) 
Comparing the left side of (5.1.34) with the second term on the right side 
shows that /(x) must also satisfy 
fey ere DNS Cp): (5.1.36) 
Equating C = E yields the following expression: 
— fH! {9(y — 1-46" HOY 65 cyt f° Dlr exp (S cp-2) + 
OH YE Cape 7 exp (5 po) ea Aa 
a Ee OE Ge oan tO UM exp S cp— "|" 
Bee ef EXD S0pet) 1 On Cay Fa EXD AS Goa) 
(5.1.37) 
where another constant c, has been introduced and the first term on the 
right side has been multiplied by /’ /’~t. Consideration of the left side of 
(5.1.37) shows that, since the last term contains /*, the factorization 
must result in /* in front of the brackets. This implies that both the 
first and second terms inside the brackets must satisfy 
(7 en exp (Sos n (5.1.38) 
According to the separation process proposed previously, it is evident 
that /* must factor outside the brackets on the right side of (5.1.37) as 
well. Using (5.1.36) and (5.1.38) appropriately, it is easily verified that /* 
does indeed meet this requirement. 

Equations (5.1.35) and (5.1.38) immediately imply the following 

equation : 
Ge Seat ey 
and integration provides 
op-2S = In fol + Sop) = Sy(x) + Soly), (5.1.39) 
where S,(y) is an arbitrary function -of gy, Since, exp) (Sco 4) = 
= exp (S,) exp (Sj), hence, for the previous separation of variables 
procedure, only exp (S,) need be considered, since exp (S.) is a func- 
tion of y and remains in the two resulting differential equations for 
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H(y) and 6(y). Thus, in (5.1.34) and (5.1.37), exp (S Cp) =x 4a 
-exp (Sj) must be inserted, and hence, equations (5.1.35), (5.1.36), 
and (5.1.38) should be rewritten as follows: 


f= Ct 7 (as, ae exp icone (5.1.40) 
f= 0a fae eX (5.1.41) 
(=o, ) Cakes ae (5: 1342) 


Therefore, if /(x) and S,(x) satisfy the above three equations, then the 
desired separation of variables in (5.1.28) and (5.1.29) results, and when 
equated as specified, the following two ordinary differential equations 
for H(y) and O(y) result: 


=H == 0 Tig We expi(S,) cea eee (5.1.43) 
= H fe, o(y —)) “20! Ae YP exp (Sse Od exp: as 
+H H'\ = CH exp (Site, (eo 401 exp (55) ce eae 

(5.1.44) 


The appearance of S,(y) in (5.1.43) and (5.1.44) is no cause for concern, 
since it is determined in terms of H(y) and 6(y) from thermodynamic 
conditions later. 

The system (5.1.40), (5.1.41), and (5.1.42) must now be solved to 
obtain the functions f(x) and S,(x), and the constants c,, ¢c,, and Cc, 
must also be determined. Since there seems to be no consistent no- 
menclature in the literature, this system is referred to as over-specified, 
i.e. more equations than unknowns. Such systems of algebraic equa- 
tions are called redundant. Below, a particular method is used to solve 
the system, followed by a brief discussion of other possible solutions. 

Solving (5.1.41) and (5.1.42) for exp (S,) and then equating and 
simplifying, the following ordinary differential equation is obtained: 


[3 Calg) fe (5.1.45) 
and letting r=’, 7’ =f" =r dr/df, (5.1.45) becomes 7! dr = cg c,—1 f-! af, 
which has the solution 

f=] A0= AC, \re, (5.1.46) 


where Cg is an arbitrary constant of integration. Equation (5.1.46) can 
be integrated to give: 


ACG Roman eo (5.1.47) 

where 
Esp (Cit, (5.1.48) 
OS "(CaCe Shey Cope aes (5.1.49) 


Substituting (5.1.47) into (5.1.42), Sj(x) is obtained in the following 
form: 


Sy 2) ha Kee (5.1.50) 
where 


Ky = (a) cg + Dil Coe? 11 ¢-1, (5.1.51) 
p= Cre = I Al Pie, a (5.1.52) 
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Verification that (5.1.47) and (5.1.50) represent a solution of the system 
under consideration, and the computation of the constants Cy, Cy, and Cz, 
is reserved until after the following discussion of two alternate methods 
of solution. 

Since the system being investigated is over specified, there may be 
some question as to whether the form of the solution, represented by 
(5.1.47) and (5.1.50), might be different if the system was solved by a 
different procedure. Hence, starting with (5.1.40) and (5.1.41) and 
solving for S,(x) in terms of f(x), and then substituting this result into 
(5.1.42), yields results analogous to (5.1.47) and (5.1.50) but with 

UG Cesena None sa AG ol ga (5.1.53) 
TOS (Cee) ba ere ten) a (5.1.54) 


where 
== [P(e e,~* + 1) — Ae 1 — 1) —1)>4, 
p=2y 045 [ley =) 1]. (5.1.55) 
Similarly, starting with (5.1.40) and (5.1.42) and solving for S,(x) in 
terms of /(x), and then substituting into (5.1.40), yields results analogous 
to (5.1.47) and (5.1.50) but with 
GG eg ages in) oie alone (5.1.56) 
Ky = (a2) cg- "BID gy BO + DIY (5.1.57) 


? 


where 
ihe GS agi cael raat Vea 
ee, C= (Vi —= LI \(cace * = 1) (5.1.58) 
Since the functional form of the solutions is the same for all three 
methods of solution, it is evident that all three are fundamentally equiv- 
valent, and hence, only the results for A, and K, given by (5.1.48) and 
(5.1.51) are considered further. 
_ The first solution for f/(x) and S,(x), as given by (5.1.47) and (5.1.50) 
respectively, along with (5.1.48), (5.1.49), (5.1.51), and (5.1.52), contain 
the constants ¢,, C,, and c, which are not arbitrary, and the arbitrary 
constant cy. In order to verify the solution and to obtain conditions on 
the constants, the functions f(x) and S,(x) are substituted into the 
system (5.1.40), (5.1.41), and (5.1.42). The constants must be such that 
each equation is an identity. Substituting the solution and appropriate 
derivatives into (5.1.40) yields 
es Ve AP (2 Cy Cp b) li (5.1.59) 
while substitution into (5.1.41) and (5.1.42) reduces both to the identity 
= 1. It is observed that the ratio c,c,~4 can be considered as an 
arbitrary parameter, and then (5.1.59) determines the ratio c,c,~'. 
The ratio c,c,~1 also appears in the exponent £, given by (5.1.52), 
which can itself be considered as a parameter. Hence, the exponent 
which appears in (5.1.47), given by (5.1.49), can be expressed in terms 
of the parameter £ by solving (5.1.52) for c,c,~' and substituting the 
result into (5.1.49). Thus, the exponent « has the following form: 


=p Eyed (5.1.60) 
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If the second and third methods of solution were analyzed in a similar 
way, it would be found that (5.1.60) would result for both methods, thus 
further substantiating the fact that all of the three previously obtained 
solutions are equivalent. 
The constants c,, cy, and c, can now be determined by the following 
procedure. Since cg in (5.1.48) is an arbitrary constant resulting from 
integration, it is selected for convenience so that K, is unity. Expressing 
K, in terms of 6, which is given by (5.1.52), the condition that Ky, bem) | 
unity requires cy to be the following: 
0p = LE i ee ee 
Expressing K, in terms of @ and using (5.1.61) the following is obtained: 
Ky = {8 —YV+1V tI ycttt cyt. (5.1.62) 
It would also be convenient to have Ky, as well as k,, be unity. This is 
easily obtained if 
C= {>o(P— 1) 1} pS re (5.1.63) 
However, if one of the three constants ¢,, Cy, ¢3, is assigned a value, then 
the others must be such that (5.1.59) is satisfied. If the right side of 
(5.1.59) is multiplied by c, c3~4, then c, is easily obtained as: 
c= 1/8 {18 —) +U + >}, (5.1.64) 
and then substitution of (5.1.63) and (5.1.64) into (5.1.59) yields: 
co = {p(B —1) +1) fy + 1) YP? w+ 20) (6 —2))71. (5.1.65) 
Hence, the separation of variables proposed in this section is assured 
if /(~) and S,(x) are of the following form as determined by (5.1.47) and 
(5.1.50), with Kj = K, = 1, respectively: 

[(x) == 2 S3() iS (5.1.66) 
where « is defined by (5.1.60), and £ is assumed to be an arbitrary real 
parameter. Hence, the function defined by (5.1.27) is 

x(x, p) = f(x) H(p) = x" Aly), (5.1.67) 
and the entropy defined by (5.1.39) is 
cp * S = Sy(x) +.Sa(y) = In x? + In g(y) =.In (x4 g), . (5.1.68) 
with the assumption that S,(wy) = In g(w), which is determined later 
from thermodynamic conditions. 

The problem now is to solve (5.1.43) and (5.1.44) for H(w) and 6(y) 
using the values of the constants given by (5.1.63), (5.1.64), and (5.1.65). 
These equations have the following form: 

HT 20g ig aay te hp tee (5.1.69) 
= v(v = Lye Ge Q’ Hv H' g— 
— 20" 6g HW 2 A? A" 
== gl Ae OF pe Hh 2852 2 98) (oete a) as (5.1.70) 
The separation of variables process described above resulting in 
(5.1.69) and (5.1.70) can be checked by substituting (5.1.66) directly 
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into (5.1.28) and (5.1.29) and equating B=D and C=E, thus 
- obtaining (5.1.69) and (5.1.70). 

Equations (5.1.69) and (5.1.70) contain the arbitrary parameter £, 
which supposedly can take on any real finite value. However, certain 
difficulties can be foreseen in connection with the quantity «, defined 
by (5.1.60). Since « is raised to a fractional exponent in general, and for 
certain values of 6, « is negative, it is apparent that imaginary numbers 
may result in some cases. The appearance of « in these two equations 
results from the definition of y(x, w), given by (5.1.67), as can be verified 
by substituting f(x) and its derivatives into (5.1.28) and (5.1.29) as 
mentioned in the paragraph above. Equation (5.1.60) is plotted in 
Figure 1 and it is observed that when $ < »—l(y — 1), a < 0, and when 
B>v(y— 1), a >0. Hence, the appearance of imaginary numbers 
is easily avoided by defining x(x, p) as follows: 


WH ap) = 0° FT (op), for B>vt(yv—1), ey . (rie7 1) 
WS, Dyce == 42 FL) for B< vv — 1), Ope eal yeild) 


Vied’al (a o-0 


ISENTROPIC CASE 


cane see 


PLOT OF COVER SUSTA 


Fig. 1 


The particular case 8 = v-1(y — 1), » = 0, is not covered by the general 
analysis presented in this section, but is discussed in section 9.2. The 
analysis up to this point has been based on the definition of x(x, p) as 
given by (5.1.71), which results in the system (5.1.69) and (5.1.70) valid 
only for B > v-1(v — 1). The use of (5.1.72) introduces no major changes 
into the analysis, but insures that no imaginary numbers appear and 
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causes some sign changes, thus resulting in the two following equations 
instead of (5.1.69) and (5.1.70): 


H" =60¢H-(—a)-¥ (v4 2) (v+ D4, (5.1.73) 

vv eos Des (— Chee iid fy’ fad 6 atest H’ ai. ») (— Ais le 0 fap Mie H’2 gi 

4 HOH” = — (9)! 4 2 22 Ht 2? (2B) ee De Oe 
These equations may be used only for B< vy —1),a<0. — 

In order to be consistent, only (5.1.69) and (5.1.70) are considered 
in the following procedure used to obtain the solution for 6 > »~'(v — 1), 
x > 0, however, the same procedure in general applies to (5.1.73) and 
(5.1.74). 


The first step in carrying out the remainder of the procedure of 
solution is to determine g(y) in terms of H(w) and 0(w) by means of the 
thermodynamic relations (5.1.26). For this purpose, the temperature 
given by (5.1.25) is rewritten in the following form using (5.1.68) and 
(5.1.71): 

LD =O LeU 0 cat CH ei (5.1.75) 
Using (5.1.68) and (5.1.75), the first equation of (5.1.26) becomes 
O4= hve 1) el Bree hee oa 
and integrating sealers with respect to x yields 
O= Boy = Vy Vol Oe 2a 0 pe err, (5.1.76) 
where /*(w) is an arbitrary function of integration, which is shown later 
to be zero. Differentiating (5.1.76) partially with respect to w gives 


Oy = Bry — 1) hal YP (2 a) —1 x2 didy [0g He-Y] + F’(w). (5.1.77) 
However, expressing Q,y from (5.1.26) by using (5.1.68) and (5.1.75), 
the following result is obtained: 

Ong = Via ta Oe Oe eee ee (5.1.78) 
Equating (5.1.77) and (5.1.78), and rine that 0, g, and H are functions 


only of p, it is evident that ’’(y) = 0, or F is a constant, and the following 
expression is obtained: 


B (2a)* dldy (0 g He-Mr] = 6 g Ho —Blr gt g! 
which can be rewritten as 


, 


B (2a)-* d/dy {In [0 ¢ H’—Y"}} = d/dy {In g}. (5.1.79) 
Integrating (5.1.79) and then solving for g gives the following result: 
g(y) = ¢ (0 He —Dir)— Be +)/(2—A) —1))] (5.1.80) 


where c is an arbitrary constant of integration which is defined later. 

The procedure for solving (5.1.69) and (5.1.70) is to solve (5.1.69) 
for 6g and substitute this result into the second and last terms of 
(5.1.70), and substitute (5.1.80) into the first term of (5.1.70), thus 
obtaining the following ree ee 


=D i ea @ (2 —8)(y —)} FY 2allo(2 A) A? 
+2 [(B — 1) + 1) (By +2)- Wioriolerote [»(6 —1) +1]: 
[Rio DAG oleae tok (5.1.81) 


| 
| 
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_ The first term of (5.1.81) still contains 6 and 6’ but this can eliminated 
| by substituting (5.1.80) into (5.1.69) and differentiating with respect 
to y, thus obtaining the following result: 
OE EE) NG (200) (2 = 8) (Pad) (By 2 9) 1 tee 
sled Nike SB) Fy Beg tao) [r(2 — f)]-1- 
» A2» (6-1) + 2)/(v (2--8)) A’ A’ (5.1.82) 
Substituting (5.1.82) into (5.1.81) and simplifying furnishes the following 
differential equation in terms of H(y): 
[y (4 — 6) +2] HH" —9(2—f) HHH + 
+ 2) (2 —-6) [y(6 —1) -— 1] [pes 2) A 20. (5.1.83) 
Dividing (5.1.83) by H H’ H” gives the following: 
DAR Bere 2) Te eae 8) 
+2» (2— £) [h(2—1)4+ 1] [fr4+ 2] 1A’1H” =0, (5.1.84) 
which can be integrated to obtain the following result: 
H-W(4-8) +2) A — + (2 —B) Fy’ 2v (2 —B) [vy (6-1) +11/[by +2] — Ra, (5.1.85) 


where k, is an arbitrary constant of integration. Equation (5.1.85) can 
be integrated by letttig7=— 2’, 7 =H” =rdrjdH, and then sep- 
arating the variables giving the following equation: 

p2 Abr +2) dy = k,~ UP 2-A) H-(4—A)+ 22-61 dH, (5.1.86) 


and integration yields 


A (By + 2) (vy + 1)-1 26 +b +2) — — 2-2). 
Evil = fins lye He eRe Si ps. (5.1.87) 


where k, is an arbitrary constant of integration. Equation (5.1.87) is 
rearranged as follows: 
H- 20 +)/b(2-84)] — [x EA (By + 2)- 
+ [v (2 sy sBhife es [Re a: Fala hea (5.1.88) 


where ky = 2 (vy + 1) (@» + 2)-1 ky. Equation (5.1.88) is not integrated, 
but is used in the above form which specifies H(y) in terms of H’(y) 
and in the final form of the solution, H’(w) serves as a parameter defining 
a particular streamline. 

A streamline is defined by y = constant, and thus (5.1.18) is reduced 
to the well known equation of a streamline, i.e. y,x = vu}, which 
is reformulated in (5.1.21). Substituting (5.1.68), (5.1.71), and (5.1.76) 
into (5.1.21) furnishes the following equation: 

y,2= — H! x8 {2i9 + F + 2% [y (2 — B) (6 —1) + 1]: 

Rees Pa) eo See ate (5.1.89) 
where F is an arbitrary constant defined previously and is shown below 
to be zero. The quantity 0 g in (5.1.89) can be replaced by using (5.1.69), 
thus giving 

Pye — H' x2 (24,4+ F — x ly (2— B) (By +2) HH” — 2} hs 
(5.1.90) 
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The quantity H H’’ can be formed from (5.1.85) as the following: 
HH" = k,-M@-M H-20+ Hi @— A) FA 2(6—-1) +2894), (5.1.91) 


and substituting (5.1.88) appropriately in (5.1.91) yields the following 
result in terms of H’(y): 


H HA” = Hl? (6-2) + 2)/[by + 2) (B y+ 2) [y (2 as Ait [Re — Av + Vis +2), 
(5.1.92) 

Substituting (5.1.92) into (5.1.90) furnishes 
jg = — H! xf 24, F — hy He Oe ees ay ee, i 


which is the equation determining a streamline expressed in terms of % 
and H’(y). If in (5.1.93), the parameter 6 = 0, then the equation 
reduces to the form obtained by K1EBEL [5] for isentropic flow, except 
for the constant F. Hence, when # = 0 it is required that Q = 0, and 
inspection of (5.1.76) shows that this does result if the constant /’ is 
taken as zero. 

Equation (5.1.93) is valid only for 6 > »-1(v — 1), « > 0, since the 
analysis was concerned with (5.1.69) and (5.1.70), which are associated 
with the definition (5.1.71). For cases where 6 < v—l(vy — 1), a < 0, 
then (5.1.73) and (5.1.74) must be solved, and it can be verified that the 
result is identical to (5.1.93) except that a positive sign appears in front 
of the bracket. Hence, (5.1.93) can be solved for y and expressed as 
follows: 


aE) | H! x4 {2 ig — Ry H'2(8 2) + 2/8 +2) 2-1/2 dy + G(H’), 
; (5.1.94) 


using (—) for B > »—(y — 1); a > 0, and (+) B< vy — 1), «<0; 
where G(H’) is an arbitrary function of integration. Equation (5.1.94) 
represents the equation of a streamline given by y as a function of x 
with H’(y) serving as a parameter denoting a particular streamline. 
Since H' = H'(w), and yw is constant along a streamline, it is evident 
that G(H’) is constant along a streamline and can be taken, without 
loss of generality, to be zero. 

Up to this point, no restriction on # has been specified, but considera- 
tion of the exponents in (5.1.88), and other equations as well, indicates 
that when £ = 2, two of the exponents become infinite. It can be 
verified that (5.1.88) holds for 8 < »-»— 1), «<0, and then the 


last term has an infinite exponent for 8 = — 2/y. The points 6 = 2, —2/y, 
correspond to x = 1, — 1, respectively, and in the open interval bounded 


by these values, no difficulties arise except for the case 6 = y—l(y — ]), 
a — 0, mentioned previously in this section. The examples of exact 
solutions presented in section 5.3 cover only theinterval — 1/2<a< 1/2; 
hence, it is assumed at this point that £ is restricted to the 


interval — 2/y< £6<2, which thus restricts « to the interval 
eid hy cee Ne 
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For convenience in computing and plotting the streamlines, the 
following transformation is introduced: 


eo == IL Be. Wee LA, 4 My), 
Ess (215) N24 k= rt aylere= 1) +2), 
H! = kyl6v+2(2 +1) py (By +2 +0) | (5.1.95) 


Applying the transformation (5.1.95) to (5.1.94) furnishes the following 
equation: 


Nee [ow [1 — m?|— V2 dm, (5.1.96) 


where « = [»(6 —1)+4+ 1] [y+ 1]-!. This transformation from the 
(x, y) plane with H’(w) as a parameter, to the (m, y) plane is obviously 
not one-to-one since there is only one streamline in the (m, ¥) plane. 
However, since m = x% 771, and v is related to H’(y), it is apparent 
that the streamline pattern can be plotted in the (%, V) plane with 7 
serving as a parameter to denote a particular streamline. Hence, the 
relation between the (x, y; H’) space and the (%, y; 7) space is one-to- 
one, but the scale is different. 

Referring to (5.1.68) and (5.1.76), it is seen that for each different 
value of 6, both S and Q are different functions, which implies that a 
different diabatic flow problem is associated with each value of £. 
Equation (5.1.96) provides the streamline pattern which represents the 
solution to the problem, and it is evident that for each value of £, the 
streamline pattern is different. Hence, the analysis presented in this 
section results in the solution to a family of diabatic flows, the members 
of the family being denoted by the parameter /. 

In order to completely solve the problem, the flow variables uw, v, 
b, o, T, Q, and S must be expressed in terms of x and H’(w) and m and . 
These results are presented below with the understanding that whenever 
the sign + appears, the negative sign is to be used for 8 > »v-1(y — 1), 
« > 0, and the positive sign for 6 < »—-(y — 1), “<0. When this sign 
is not used, it means that the equation is valid as it stands for 
—2v< p< 2. 

The last equation of (5.1.19) defines v, and using (5.1.71) and (5.1.72), 
it can be expressed in terms of x and H’, and then applying (5.1.95), 
in terms of m and 7 as follows: 


a SO it 2% TiO. (5.1.97) 
Equation (5.1.20) gives u2 = A, with A given by (5.1.22), and A is 
the quantity in the bracket in (5.1.94), hence, ? has the following form: 


U2 = 2 ig — hy HA +Wb¥ +2) x20 — Di, [1 — m™], (5.1.98) 
and the total velocity magnitude is given by 
g? = u?-+ v2 = 24, [1 — m*™ (1 — 7?) ]. (5.1.99) 


The first part of (5.1.19) defines the pressure, and using (5.1.71) and 

) (5.1.72), 1t becomes 

pean ET, (5.1.100) 
20* 
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where |x| is the absolute value of «, thus indicating that the pressure 
is positive for all values of 6. Solving (5.1.88) for H and substituting 
into the above equation for pressure gives 
[eet (a OO rect Sh Pea We et Ain he AN SiC (5.1.101) 
where K, = [(8 v + 2) 9-3 (2 — £)-1]@- DP k,-VEC+H. Applying the 
transformation (5.1.95) to (5.1.101) yields the following: 
b = lol Ky (2 15 Ry) = Bi 2 tS ee a ee 
The density is computed from (5.1.3) using (5.1.68), (5.1.69), and 
(5.1.73) as follows: 
9 = pir OY exp (— Sept) = pr 0-1 gt at = 
=  plr(x-#) la|— Ye (Bv + 2) (y+ 1)-1 H- 4 A-1, 
and using (5.1.100) to obtain p1”, which is always positive, the relation 
for @ becomes 
= SE x — (6 + 2)/(v +1) (B yt 2) (v+ 1)-1 jg (5.1.103) 
The quantity H” can be expressed in terms of H’ by solving (5.1.88) 
for H and substituting this into (5.1.92); hence, (5.1.103) becomes 


0 = FE Ky Hi 24 +B +2) Br + 20+ Y) [hy — H’2 +187 +2), 
(5.1.104) 
where 6 = [vy (4 — 6) + 2] (2 (4+ 1)]-1, and KA, = [(P v + 2) »}- 


(2 — B)-4Y¢—- DPR, — "hl + Dp (2 — B) (vy + 1)-1. Using the transformation 
(5.1.95), equation (5.1.104) becomes 

O= = Kh Kon Bria eye) (5.1.105) 
where _K, = #,- @ ~Yi2@ (2 1,)— 6? eieee Dl The enerey distrimenam 
function Q is given by (5.1.76), and using (5.1.69) and (5.1.92), it has 
the following form: 


Q = —4B(y+ 1) (v—1)-1 (2 — f)-1 x24 [k, H129—1) +26 +2) _ F727, 
(5.1.106) 


and applying (5.1.95) gives 
C= — Bly = 1) 19 = 1)-* (2 — 6) *m* (1 — 74). oO lnOm 
It can be verified that (5.1.106) and (5.1.107) are also valid for 
&<y-(y — 1). Comparison of (5.1.99) and (5.1.107) shows that Q 
can be expressed as a function of g? only as follows: 
Olig = — Av + 1) (v — 1-4 2 — B)-1 (1 — g?/2 49). (5.1.07 a) 
It is observed by considering the canonical equations in Chapter 3, 
that (5.1.107 a) is the canonical formulation of Q in terms of the ‘‘reduced 
Velocity "> since g2==20). 
Equation (5.1.80) can be rewritten as: 
o(y) = © [G40 Dil ie Beye Ue (2 bees (5.1.108) 
and using (5.1.69), (5.1.73), with g(w) replaced by (5.1.80), and (5.1.92), 
equation (5.1.108) becomes 
gly) =F {FF [al (w+ 1) @— B)J- 
° [Re H’2a(v +)/(By +2) __ ET eee as (5.1.109) 
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Substituting (5.1.109) into (5.1.68) gives the entropy in terms of x and 
H'(y), and using (5.1.95), the entropy is expressed in terms of m and n 
as follows: 

(S = So) Cp? = B (2a) In {F Joe|*” (» + 1) [v (2 — B)]-7- 

» 2%, m™ (1 — n-*)}, (5.1.110) 
where the arbitrary constant ¢ has been chosen to represent the reference 
level of entropy Sp, which corresponds to the entropy for isentropic 
flow as seen by setting @ = 0 in (5.1.110). 

The temperature is computed from (5.1.75) using (5.1.69), (5.1.73), 
(5.1.92), and (5.1.95), and has the following form: 
T = — v(y — 1)-1 ep -1 am™ (1 — 9-?). (5.1.111) 
The flow patterns contained in the family of flows under discussion 
contain both subsonic and supersonic domains. Below, an equation is 
derived which determines the sonic point on each streamline, and the 
locus of these points determines the sonic line. When the velocity is 
sonic, c? = u? + v?, and the energy equation (1.2.8) can be written as 
c+ 2¢%(y»— 1) 141=2(,+9Q), 
or cy + 1) (vy —1)-t=2(4,4 Q). 
Solving for c? and then replacing c? by gc? = uc? + u-”, the following is 
obtained: 


Qe2 = Uc® + Ve% = 2 (vy — 1) (v + 1)! (t + Q). (5.1112) 
Applying (5.1.99) and (5.1.107) to (5.1.112) gives the following equation 
for the location of the sonic point on a particular streamline: 
ieee Bie) (9 21) (6 ah) Vee ye (5.1.113) 
Equations (5.1.96), (5.1.99), (5.1.102), (5.1.105), (5.1.107), (5.1.110), 
(5.1.111), and (5.1.113) represent the complete solution to the class of 
diabatic flow problems considered here, each member of the class being 
denoted by a different value of £, which is restricted to the interval 
— 2/y < B < 2. Insection 5.3, the solution for several particular values 
of £ are computed and discussed, which illustrate the relation between 
the energy addition and the streamline pattern. 
In the development of the canonical equations in Chapter 3.0, the para- 
meter /?(w) was chosen so that /? = d?, thus resulting in d*® = ] for a sub- 


4 stitution flow. But since g* = q¢/—1, the “reduced velocity’’ was defined 


as wm = qga~}, where a = d represents the ultimate velocity. Hence, the 
canonical system is concerned with a flow where a*? = d*? = 1, with 
w =gqa-'. The solution in this section also deals with flows where 
ig = 1/2 d? is a universal constant, and dividing (5.1.99) by 2%, it is 
evident that the quantity on the right represents the canonical form of 


the velocity, since q? (2 1))-! = q? a = w?. 


5.2 Analysis of a “Degenerate” Case 


Before discussing specific examples of the analysis presented in 
section 5.1, the particular case 6 = y—1(y — 1), a = 0, is investigated. 
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For the case « = 0, the analysis presented in section 5.1 is valid up to 
point given by (5.1.29), and differs after that point. The function 
y(x, ) defined in general by (5.1.27) and specifically by (5.1.71) and 
(5.1.72) is taken to be the following: 

“(4% y) = — Hy), ( 
and substituting (5.2.1) and the appropriate derivatives into (5.1. 
and (5.1.29), produces the following two equations respectively : 


Veage =H” (2. (65 +O) — 2) He HY eye) =e 


5.2.1) 
28) 


2.2 

VY vy = 0. (5.2.3) 

From (5.1.19), it is immediately evident that # = 0, and similarly from 

(5.1.25), it is apparent that T = 0. Hence, from (5.1.26), the following 
equations result: ; 

0) Og 9, (5.2.4) 

which imply that Q is a constant, which is taken to be zero corresponding 

to T = 0.. Hence, (5.2.2) and-(5.2.3) become 


Woe = XO tg SO a OND ee ee (5.2.5) 
V, xy = 0. (5.2.6) 

Equating (5.2.5) and (5.2.6) results in the following equation: 
ty a0, (5.2.7) 


There are two possible cases to consider: (1) 74) = 0, or (2) H” 30 
Considering the first case, it 1s evident from the energy equation (5.1.4), 
that ¢g = 0, since $=—Q=0. The second case yields the following 
relation by integration: 

1a bens, (5.2.8) 
where é) is an arbitrary constant, and hence, the second part of (5.1.19) 
gives 


Vey ge Tee (5.2.10) 
From (5.1.20), the following is obtained 
u*® = 2%) — H* = 21, — &, (5 2eu 
and the total velocity magnitude becomes 


Pi oF AG: (5.2.13 
The last part of (5.1.18) is the equation of a streamline, and using (5.2.10) 
and (5.2.11), it becomes 


y,2=0u-1 = 6, [V2%, — 221-4, (5.2.13) 
and integrating partially with respect to x yields 
y = [2% jJe2?— 14 e+e, (5.2.14) 


Equation (5.2.14) represents a family of streamline patterns, each 
member being associated with a particular value of the parameter &p, 
and having straight streamlines with ultimate velocity 9g? = 21, on 
every streamline. The parameter ¢) changes the slope of the streamlines 
and the velocity components, but the total velocity is identical on each 
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streamline and for all members of the family. This family may be called 
degenerate, since the streamline patterns and the velocity can be 
computed but the pressure, density, temperature, and Q are all zero. 


5.3 Particular Examples of the Family of Solutions 


The analysis presented in section 5.1 is now illustrated by constructing 
several examples and discussing the influence of the external energy 
distribution on the streamline pattern. 

In section 5.1, the analysis was restricted to — 2/y < £ < 2, cor- 
responding to — 1 <a<_1, as can be seen in Fig. 1. The examples 
presented in this section all lie in the interval — 1/2 <«< 1/2, for 
reasons which are soon apparent. 

In order to obtain the streamline pattern for a particular value of £, 
the integration specified in (5.1.96) must be carried out. At first, only 


the interval — 1/2 <a< 0 is considered, and (5.1.96) is rewritten 
as follows: 

ee | [m— 24 — ]1]- 12 dm =al [mo — 1]- 2 dm, (5.3.1) 
where 1/6 = — 2«, and since « is negative in the interval being consid- 


ered, 1/b is positive and b > 1. For illustrative purposes, it is assumed 
that « takes on such values as to make 1/b a rational fraction, i.e. 


Paint eos Letting m2 and dm = 62" "dz, equation (5.3.1) 
becomes 
y= i (oat) a Lis az, (5.3.2) 


and by setting z= cosh?g, dz =cosh@sinhg dy, equation (5.3.2) 
becomes the following: 


y= fo (1 + sinh? y)~!d (sinhg). (5.3.3) 


Equation (5.3.3) is readily integrated for ) = 1, 2,... and the result 
can then be easily expressed in terms of m. The restriction of « to the 
interval — 1/2 <a«< 0, is now apparent, since for — 1 <a < — 1/2, 
the exponent (6 — 1) in (5.3.3) lies in the interval — 1/2 < (6 — 1) <0, 
and integration in terms of elementary functions appears quite for- 
midable. Below, several examples of exact solutions are presented, all 
based on air as the medium for which »y = 7/5 = 1.4. 

Example 1: Consider the case where 6 = 1, which is associated with 
b= — (3— v) (2 »)-! and «a = — 1/2. The integral (5.3.1) to,be eval- 
uated is 


ry = | om 1% am, (5.3.4) 


and using (5.3.3), it is easily evaluated to give 


j= f 24 inn) =2sinhp = 2m 1 = 2) 8iy— 1 (5.3.5) 
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The streamlines for this example are parabolas in the (%, y) plane, 
where 1 is a parameter denoting a particular streamline, and the stream- 
line pattern is plotted in Fig. 2. The significance of this streamline 
pattern can be illustrated by computing the expressions for all of the 
kinematic and thermodynamic variables of the system, and investigating 
their behavior along the streamlines. The components of velocity and 
the total velocity can be obtained from (5.1.97), (5.1.98), and (5.1.99) 
in the following form: 


Vie 2%, mets wee u>= 24, (1 — yx *], (5.3.6) 
gia a? +e? 24, (bya (has (5.3.7) 
y 
12 See Na 7 
10 ie =! + Sal. — 
ot bl ie i "=I 
| 
" | is pia 
722 
4 
| 
74 
n=6 
2 7=8 
a 
ae SUBSONIG 
) 2 4 6 8 10 12 14 16 19 X 


STREAMLINE PATTERN 


Fig. 2. a 1/2, B (3 — »)/2» 


The sonic point on each streamline can be computed from (5.1.113), 
which has the following form for this example: 


& qt = 4(y + 3) (1 —7-*), (5.3.8) 
and the sonic line is the locus of these points which is shown by a dotted 


line in Fig. 2. The energy distribution is given by (5.1.107) and has the 
following form: 


O43 =v) gy = 1) 19 «4+ 1 4). (5.3.9) 
The equation for entropy (5.1.110), has the following form: 
eas : a 
(S=— So) te = Fr -t(3 = oan {a 3 ‘0 (y x—}) (l — | » (5.3.10) 


and according to (5.1.111), the temperature is 
P= 400 =)) ee ye (5.3.11) 


On Multiplicity Theorems and an Exact Solution in Diabatic Flow 313 


It is now clear that the streamlines are designated by 7 > 1, with 
_ » =1 being the limiting streamline on which the ultimate velocity 
q” = 2% exists at all points, and alsoQ = 0. If 7 < 1, then the tem- 
perature becomes negative and the entropy imaginary, which are 
inadmissible on a physical basis. 

The expressions for pressure and density are obtained from (5.1.102) 
and (5.1.105) respectively, and have the following form: 


p= 4K, (2 ig hy) 9 3-9? (1 — 4-2), (5.3.12) 
OG le ae) (5.3.13) 


Since the variables #, 0, T,Q, and S — Sp, are all inverse functions 
of x, it is evident that in the limit as % tends to infinity, all of these 
quantities approach zero, except the entropy, which approaches minus 
infinity. However, the velocity attains its ultimate value q? = 2 i) as 
x tends to infinity which corresponds to the conditions p = 0, and 
Q =0. From the point where each streamline crosses the % axis, i.e. 
where x = 7, the magnitudes of all the variables decrease with increas- 
ing x, except w, which is zero for x = 7 and behaves in the opposite 
way. It was established in section 5.1 that the JAcoBian of the trans- 
formation used in the analysis had the value /, = 9 w, and hence the 
point on each streamline where u = 0, i.e. the point on the ¥% axis, 
is a singular point. Hence, the x axis seems to be some kind of a 
“limiting line’ analogous to the well known limiting line in the hodo- 
graph plane. 

Example 2: For the case when b = 3, the exponent « = — 3, and 
fB =O. It was mentioned in section 5.1, that the case 6 = 0 resulted 
in the solution obtained by KIEBEL [{5j for isentropic flow. The results 
are given below without detailed computation for comparison with 
the other diabatic flow examples. The integral to be evaluated is 


y =| [mus — 1]-"2 dm, (5.3.14) 
and applying (5.3.3), the final result is 
y = 6 |/mi8 if t 2 (mus — 1) 4 


The streamlines are plotted in Fig. 3, and, of course, are the same as 
those given by KrEBEL. The velocity components and total magnitude 
are given as follows: 


v= |2ign 3 (n e-YV8, v2? = 2ig [1 —(y X14], (5.3.16) 


oO 


gq? = u2 + v2 = 24, (1 — (yn %-1)¥8 (1 — 4-9). (5.3.17) 
The energy distribution and entropy are 
Q@=0, S=Sp, (5.3.18) 


and the sonic point on each streamline can be obtained from 
(% n-)¥38 = 4 (y + 1) (1 — 97). (5.3.19) 
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In general the flow behaves in a similar manner to that discussed in 
example 1, i.e. the pressure, density, and temperature all approach 
zero as X tends to infinity, while the velocity attains its ultimate value 
g? = 2i9. There is also a singularity on each streamline at the point 
where it crosses the % axis, since wu = O there. 


y 
n=) ets 
12 
SUPERSONIC 
10 ie = 5 
723 
8 T + | 
724 
‘ L| | 
| 1:6 
a n=R 
ae 7210 
ET | ea n212 
2 = t ti 
: SUBSQNIC | 
O° 2 4 6 8 10 12 14 16 168 Xx 
STREAMLINE PATTERN 
Fig. 3. a= —1/6, =0 
Example 3: When )=4, 6 = (7 » — 9) (87)-1, « = — 1/8, and 
the integral to be evaluated is 
y =| [m4 — 1]—-12 dm, (5.3.20) 


and using (5.3.3), the following result is obtained: 


y= 8 \mit —1 |! + (m4 — 1) + 2 (m4 — 1382 4 


i 


(mil4 = 1)e4 2 
(5.3.21) 

The kinematic and thermodynamic variables are given below: 
v = | 2ipy-My ¥-1)18, u? = Qiy (1 —(n F-YN4], (5.3.22) 
q? = u® + v2 = 24, [1 — (gn XJ "4 (1 — 7-9), (5.3.23) 


O= = = (79 = 9) 19 Oe ee) oe 


(Si 0) Gn = = 49-1 (7 2 — 9) In {arte igi 6-2) VA me 
(5.3.25) 
T =f oly — 1) ep (y 3-44 (L — y9 (5.3.26) 
5 
n=1 7=2 


eet 
i 2 ee ee 
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Fig. 4. a= —1/8, B= (77 —9)/8» 


The streamline pattern for this example is plotted in Fig. 4, and 
the sonic line is shown dotted, which is computed from the following: 


(Hy) = (9 $9) (1). (5.3.27) 


In this example, Q is negative but increasing towards zero as % tends 
to infinity, but the temperature is positive throughout the flow, although 
approaching zero as % tends to infinity. In general, the same remarks 
hold for this example as for the first. 

The three examples above show remarkable similarity even though 
the energy distribution Q represents an entirely different condition for 
each example. In the first example, Q is positive but decreasing as % 
increases, in the second example Q = 0 throughout, and in the last 
example, Q is negative but increasing as x increases. Comparing the 
streamline patterns in Figs. 2, 3, and 4, respectively shows that when Q 
is positive, the streamlines curve more sharply than for the isentropic 
case, and when (Q is negative, the streamlines curve less sharply. 
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The inv ee of examples for 0<a<1/2 requires that the 
integral (5.1.96) be considered in the following oe 


a | m? (1 — m4 |" im=— [we [1 — mlt}-V2 dm, (5.3.28) 
where Ut — x, and for illustrative purposes it is assumed that « takes 
such values that I/f is a rational fraction with ¢ = 2, 3,.... Letting 
22 = mt and dm =t2—} dz then (5.3.28) becomes 
i - fez (ete haz, (5.3.29) 
and setting z= sing, dz = cosy dg, (5.3.29) becomes 
) = i tsin' gd - (5.3.30) 
Equation (5.3.30) is easily integrated for ¢ = 2, 3,... and the result can 


then be expressed in terms of m. 
Example 4: Consider the-case for #=2, ~= (3-1) (29) 
a = 1/2, for which the following integral must be evaluated: 


y= -| m4? [1 — m]~ 1? dm. (5.3.31) 


Using (5.3. ay the integration of (5.3.31) yields 
y= —g+4sin2g = — arcsin \'m + \m( 1—~m). (5.3.32) 

The ae and thermodynamic variables are given below: 
=—|2igg en), w= 2ig(h—m), (6.8.38) 

= ee oe th ye) ( ) 

(3 v — 1) (» —1)- ue 1% (1 —7-*), (5.3.35) 
( ) 

) 

) 


I 


(S — So) cp-1 = 4-1 (8 vy — 1) n{—4 (3) an-1 2x (1—7-?), (5.3.36 
T = — v(y — 1) cp oe en hen ea (5.3.37 
= — KA, eee (lane) (5.3.38 


p= 4K, (2 ig hy) UV? (q F-Uq1P (1 — 2-4, (5.8.89) 


It is observed for this example that temperature and density are negative 
throughout the flow for 7 > 1, and hence, a physical interpretation is 
impossible. In order to overcome this difficulty, streamlines for 7 < 1 
might be considered, which makes the temperature positive, but the 
pressure and density then become imaginary. Hence, there appears 
to be no possible physical interpretation for this example, and no other 
examples are considered in the interval 0 < « < 1/2. 


5.4 Polytropic Behavior of the Family of Solutions 


For a diabatic flow to show polytropic behavior, it is necessary that 
the pressure-density-entropy relation (1.3.2) for diabatic flow be ex- 
pressible as follows: 


p= V0" exp (S & 4) = o>, (5.4.1) 
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where ¢ is the polytropic exponent. Equating the last two expressions 
of (5.4.1), and solving for S c,~! gives the following result: 

Soper ts igor: (5.4.2) 
Hence, diabatic flows, which have their entropy expressed in the form 
(5.4.2), can be considered as obeying a polytropic law. This does not 
mean that a different gas is considered for each value of ¢, but merely 
that the addition of external energy causes the medium to behave 
according to a polytropic law. 

In order to investigate the polytropic nature of the family of flows 
presented in section 5.1, it is necessary to compute € and to verify that 
) (5.4.2) is satisfied for this family. The pressure and the density are 
3 given by (5.1.101) and (5.1.104) respectively, and can be written with 
4 simplified notation as follows: 

p= Yy(p) 278 — We+y, (5.4.3) 

0 = Ya(p) x~ r+ 2)0 +9), (5.4.4) 
where Y, and Y, are constants along a streamline and can be neglected 
for the following considerations. If the polytropic law ~~ > is to 
be satisfied, it is apparent by comparison of (5.4.3) and (5.4.4) that the 
following relation must hold: 


v(B — 2) (y+ Y= — (By +2) (9+ YR, (5.4.5) 
and solving for ¢ yields 
C=y7(2— B) (bv 4+2)-2. (5.4.6) 


It is obvious that (5.4.6) reduces to the isentropic relation ¢ = y as 
required for 6 =0O. The exponent ¢ — y, which appears in (5.4.2), 
can be computed from (5.4.6), and hence, equation (5.4.2) can be written 
in the form: 

Stesc' Saino. (hat Skee 58) (5.4.7) 

and using (5.4.4), this can be rewritten as 
S cy} = In [x** Y,(y)],; or Sept? = In [x® Y,(p)], (5.4.8) 
where Y,(w) is some finction of y. The last part of (5.4.8) is identical 
in form to (5.1.68), and hence, it has been established that all the 
members of the family of diabatic flows under consideration behave 
according to the polytropic law ~~‘, where ¢ is given by (5.4.6). 
It is now possible to reformulate the results of section 5.1 given by 
(5.1.96) to (5.1.113). Consider first (5.1.96) for the interval — 1/2 <a <0, 
which then has the form given by (5.3.1). Using (5.4.6), it is easily 

verified that the following relation is valid: 


2(¢—1) (C+) 4=—2a=—2 (6-1) +1] +1]-* 6.4.9) 
Hence, (5.1.96) or (5.3.1) for theinterval — 1/2 <« < 0, can be rewritten 
in the following form: 


yee il [m2 — DME +1) — 1]-12 dm. (5.4.10) 
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Equation (5.4.10) is equivalent to (5.1.96) for — 1/2<«< 0, anditis 
observed that it has the same form as the isentropic expression (8 = OF 
but with ¢ appearing instead of ». The kinematic and thermodynamic 
variables can also be reformulated: for example, from (5.1.97), (5.1.98), 
and (5.1.107), the velocity components and the energy distribution can 
be expressed as follows: 


v= \2¢, nb E- WE +H), Wa 2 ig [a 2 
(5.4.11) 
O= (C=) CA = Yi eT 7), ee 


from which it is evident that when ¢ = », Q = 


6.0 Exaet Solution of the Canonical Equations 


The equations under consideration are the canonical equations of 
momentum and continuity given by (3.0.4) and (3.0.7) respectively, 
and rewritten below in vector notation as follows: 


w+ grad@ + (vy — 1) (2) (1 — w@? + 20) gradlnp=0, (6.0.1) 
div [@ p (1 — w? + 20)-4] = 0, (6.0.2) 


where @ is the “reduced velocity” vector and Q = Qa-?. For plane 
flow, this is a system of three equations in three unknowns, i.e. two: 
components of @ and the pressure, assuming that Q is known. 

The objective of this chapter is to show that the canonical system 
can be solved to obtain the same family of diabatic flows as developed 
in Chapter 5. For this particular problem, it is justifiable to use the 
polytropic law p ~ 0°, as established in section 5.4, and this results in 
an important simplification of the canonical form of the continuity 
equation (6.0.2). If = 005, then (3.0.6) can be written as follows: 


ie 
o = [hoy — 1) a2 8-2 YUE-Y (1 — m2 + 20)NE—Y, (6.0.3) 
and substitution of (6.0.3) into (3.0.5) yields 
div [@ (1 — w? + 20)¥E-0] = 0. (6.0.4) 
Equation (6.0.4) is the canonical form of the continuity equation if the 


flow has polytropic behavior, and it is considerably simplified over 
(6.0.2) since the pressure has been eliminated. 


Dividing the momentum equation (6.0.1) by (1 — w2+ 2Q) and 
taking the curl, which eliminates the pressure, yields the following 


equation: 
curl [(@ - grad@) (1 — wo? + 20)—] = 0. (6.0.5) 
This equation involves only @ and the known function Q, and is referred 
to as a compatibility equation following the nomenclature of Prim [8]. 
The system under consideration now consists of (6.0.4) and | (6.0.5), 
which is a system of two equations with the two components of @ as the 


unknowns, assuming Q to be known. Since the particular problem under 
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_ discussion is the same as in Chapter 5, it is possible to specify Q from 
(5.1.107 a) as follows: 


Maas) 0G — BU Lee 2 Pl 4, 
(6.0.6) 
since ?/2 19 = q?/a® = w. Substituting (6.0.6) into (6.0.4) and (6.0.5), 
it is readily verified that these two equations become the following: 
div [a (1 — w2)V¥E-)] = 0 (6.0.7) 
curl [(@+ grad) (1 — w?)-1] = 0. (6.0.8) 
| Using the identity o-Voa=43Vo%—@ x Vx a, it is possible to 
i rewrite (6.0.8) in the following form: 
| curl te x V X.@)(b—@4-*) = 0. (6.0.9) 
Equations (6.0.7) and (6.0.9) define the problem being investigated and 
these two equations are identical to the equations considered by 
Prim [8] for isentropic flow, except that € appears instead of ». Hence, 
Prim’s solution, which is equivalent to KIEBEL’s [5] can be applied 
directly to this problem. 
Prim [8] assumed that @ is of the following form: 
ax, y) =i u(y) +79, (x) Daly), (6.0.10) 
where 7 and 7 are unit vectors in the x and y directions, respectively, 
in a CARTESIan coordinate system. The results of Prim’s analysis for 
the velocity components and the streamline pattern are given below, 
but with vy replaced by ¢: 
= (6 +1) A“ [AC + 1) — 2D(E—1)49,- 6-9], 6.0.11) 
P= U4 Uy == Pg ee 9), (6.0.12) 


y= | ACE 1) 222 D(E —1)-1 0, 6 YH? dvyn (6.0.18) 


Consider the following transformation: 
vee Ly, SI AE Bs, x ye ae) me2l(S + 1). 
1-6-9 = 2 (61) D-ME + 1)-*9?, 
F = [(€ — 1) (2D)—J-¥2 4 (6 + 1) nC +E +9, 
(+1) Amba 4 (64-1) FE +Y, (6.0.14) 
Applying the transformation relations (6.0.14) to (6.0.11), (6.0.12) and 
(6.0.13), the following results are obtained: 


m2 = [1 — m- 26 -DKE+)], (6.0.15) 
0 =n m-E-WE+Y, (6.0.16) 
y= i [m25— DE +1) — 1-12 dm, (6.0.17) 


It is now observed that the above three equations are precisely the same 
as (5.4.10) and (5.4.11), since the canonical form of the velocity 


components in (5.4.11) are v = v/V/2%, And 7 —“7/24,... Hence, the 
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objective of this chapter has been accomplished, since it has been shown 
that the solution obtained by considering the canonical equations is 
equivalent to that obtained in Chapter 5. 


Additional Remarks 


Some considerations performed after the present work was finished 
indicate that one should retain the negative signs in front of square 
roots in eqs. (4.0.20) and (4.0.21). In Part I. it was assumed that this 
sign is a positive one. In the paragraph just following eq. (4.0.20) 
wherever the words “positive sign’? appear referring to this root, the 
words “negative sign’’ should appear, and vice versa. 
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Zur Theorie relativistisch invarianter Spinwellen- 
gleichungen I. 


Von 


Hermann Donnert 


Institut fiir theoretische Physik der Universitat Freiburg (Breisgau)* 


(Eimgegangen am 10. September 1956) 


Vorbemerkungen 


Es werden Mo6glichkeiten untersucht, relativistisch invariante Spinwellen- 
gleichungen unter médglichst allgemeinen Voraussetzungen zu formulieren. 

Die Numerierung der Formeln ist so vorgenommen, da& die erste Zahl den 
Paragraphen und die zweite die Formel kennzeichnet, also (A+ B) ist Formel B 
in Paragraph dA. Ein System aus Gleichungen mit verschiedener Kennzahl wird 
mit (4- B) + (C: D) + ... abgekiirzt. Aquivalenz zweier Gleichungen wird mit 
(4+ B) ~ (C- D) gekennzeichnet, Identitat mit (4- B) = (C- D) und sinngemab 
analog fiir Gleichungssysteme mit einer oder mit mehreren Kennzahlen. Invarianz 
einer Gleichung oder eines Gleichungssystems gegen die Transformationen einer 
Gruppe © wird durch (4: B) inv. & angezeigt. 

Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Schlu8. 


Kinleitung 


Verschiedene Autoren haben bereits versucht, fiir Teilchen mit be- 
liebiger halbganzer' Spinquantenzahl die zugehdérigen relativistisch 
invarianten Wellengleichungen zu formulieren?. Die Behandlung dieses 
Problems bereitet deshalb so groBe Schwierigkeiten, weil im allgemeinen 
Fall das experimentelle Material beiweitem nicht ausreicht, um aus der 
groBen Zahl mathematisch und physikalisch méglicher Ansdtze die- 
jenigen auszusondern, die in der Natur realisiert sind; ja, man weil 
gar nicht, ob es in der Natur Teilchen héheren Spins gibt. Unter einem 
Teilchen verstehen wir hier ein ,,punktférmiges’’ Gebilde® mit Masse-, 
Ladungs- und Spineigenschaften; auf den Begriff des Elementar- 
teilchens wollen wir hier verzichten, denn was man als Elementarteilchen, 
was als zusammengesetztes Teilchen bezeichnet, ist nach dem heutigen 
Forschungsstande Definitionssache?, so daB ich allgemein den Begriff 
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Teilchen im Sinne von ,,‘punktférmiges’ Gebilde mit Masse-, Ladungs- 
und Spineigenschaften‘’ beniitzen méchte, ohne auf diesbeziigliche 
Streitfragen einzugehen. Bekanntlich ist das Photon in dem dargelegten 
Sinn das einzige Teilchen, dem bislang mit Sicherheit der Spin 1 zu- 
zuordnen ist; ob es noch andere Teilchen mit Spin 1 oder noch héherem 
Spin gibt, ist eine véllig offene Frage; nur die Existenz von Teilchen 
mit Spin 0 und 1/2 ist experimentell sichergestellt. Andererseits ist 
die Frage zu bejahen, ob man sich auf Grund dieser Tatsachen mit der 
Behandlung von Theorien fiir Teilchen héheren Spins befassen soll. 
Es gibt namlich unter den bekannten Teilchen einige, tiber deren Spin 
man noch keine gesicherten Aussagen machen kann; diese sind aber 
nur méglich, wenn man die Folgerungen einer Theorie mit den ex- 
perimentellen Ergebnissen vergleichen kann, was aber die Kenntnis einer 
geeigneten Theorie voraussetzt. 

In der vorliegenden Arbeit soll nun eine klassische Feldtheorie fir 
Teilchen beliebigen halbganzen Spins unter mdglichst allgemeinem Ge- 
sichtspunkt entwickelt und zu den bisherigen theoretischen Ansatzen 
in Beziehung gebracht werden. 


§ 1. Grundforderungen an die Theorie 


Um fiir unser vorliegendes Problem, eine méoglichst allgemeine 
Theorie fiir Wellenfelder beliebigen halbganzen Spins zu formulieren, 
einen Ausgangspunkt zu haben, miissen wir aus unserer physikalischen 
Naturerkenntnis Erfahrungstatsachen heranziehen, deren Giiltigkeit wir 
als Grundlage unserer Theorie beniitzen; unser Ansatz fiir die Theorie 
muB dann so formuliert werden, daB er diesem Erfahrungsmaterial ge- 
recht wird. : 

Wir wollen daher an unseren theoretischen Ansatz folgende zwei 
Forderungen stellen, deren Berechtigung wir aus unserer physikalischen 
Erfahrung begriinden: 

(I) Unsere Theorie mu8 mit den Erkenntnissen der speziellen Re- 
lativitatstheorie im Einklang stehen. 

(II) Unsere Theorie mu8 mit den Grundprinzipien der Quanten- 
mechanik vertraglich sein und sich dem gebrauchlichen Formalismus 
der Quantentheorie in den wesentlichen Punkten einfiigen. 

Diese beiden Forderungen wollen wir in unserem Ansatz in folgender 
Weise realisieren: 

(A) Alle Gleichungen der Theorie miissen gegen die Transforma- 
tionen der vollen LorENtz-Gruppe &, invariant sein. 

(B) Alle Komponenten der Wellenfunktion wy miissen fiir den Fall 
kraftefreier Teilchen der K1LEIN-SCHRODINGER-GoRDON-Gleichung ge- 
niigen? (soz. B. [50]) (51), 1521. (538))5 


( — Kk?) Wn = (0u Ou — K?) Wn = (() (1.1) 


Gl. (1.1) ist offensichtlich relativistisch invariant, wenn die Komponenten 
yn der Wellenfunktion in geeigneter Weise durch &, transformiert 


der in allen Indexpaaren 
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werden, somit ist die Forderung (A) erfiillt. Gl. (1.1) sichert die Giiltig- 


_keit der Energie-Impuls-Beziehung in der relativistisch invarianten 


Form®: 
ep? + m2 ct = bE? (1.2) 


§ 2. Lorentzinvariante Formulierung durch Spinorgleichungen 
(se (37) bis» (451) 

Wir kénnen nun unser Postulat (A), daB alle Wellengleichungen 
gegen die Transformationen der vollen LoRENTz-Gruppe &, invariant 
sein miissen, in der gr6Btméglichen Allgemeinheit dadurch befriedigen, 
daB wir alle Gleichungen in Form von Spinorgleichungen anschreiben. 
Damit werden die Komponenten der Wellenfunktion yy zu Kom- 
ponenten von Spinoren und die Invarianz des Gleichungssystems (1.1) 
gegen die Transformationsgruppe &, ist immer realisierbar. 

Nach B. L. vAN DER WAERDEN reprasentieren Spinortransforma- 


tionen samtliche Méglichkeiten einer Darstellung der Transformationen 


der eigentlichen LoRENTz-Gruppe’ 2,° durch lineare Transformationen. 
Wir betrachten einen Spinor vom Rang 7 = M+ N 


My o-- bu 
a 
V1 Vg...¥N 


tid, beyond (vars), Tur A se.B, 


( 
tefir... PM), wel.2...{4) 


symmetrisch ist, was wir vollsymmetrisch nennen wollen, und 


~(M + 1) (N + 1) = X linear unabhangige Komponenten hat; er gehért 


zu einem invarianten Teilraum (yy +1)(n +1) unseres Darstellungs- 


Ly Ms Bie. Um 


raumes. Der vollsymmetrische Spinor a transformiert sich 


Vy Vo..-YN 
nach der irreduziblen Darstellung Dyyj2, v/2 der unimodularen® Gruppe cy 
vom Range 2. Alle méglichen irreduziblen Darstellungen D,y)2, y;2z mit 
ieee Onl ie WV = 0, 152;.255 gsehdpien valle arreduziblen Dar 
stellungsméglichkeiten der c, durch lineare Transformationen aus. Die 
eigentliche LorENtTz-Gruppe 2,* ist zweieindeutig homomorph? der 
Gruppe ¢y, das heiBt cy ist eine zweideutige Darstellung der 2,7. Alle 
irreduziblen Darstellungen Dyj2,nj2 der c. mit M=—O, 1, 2,...; 
N =0,1,2,...; sind auch irreduzible, héchstens zweideutige Dar- 
stellungen der 2,+ und reprasentieren alle Méglichkeiten fiir eine irre- 
duzible Darstellung der £,* durch lineare Transformationen. Dabei 
sind Dij2,9 und Do, 1/2 die irreduziblen Darstellungen der c, durch sich 
selbst und damit zweideutige, irreduzible Darstellungen der 2,7, Diz, 12 
ist die natiirlich eindeutige, irreduzible Darstellung der 24 durch sich 
selbst. Allgemein ist die irreduzible Darstellung Dyj2,n/2 eine ein- 


_deutige, irreduzible Darstellung der 2,+, wenn M + N = 0(2) ist, hin- 


gegen ist die irreduzible Darstellung zweideutig fiir M + N = 1(2). 
21* 
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fy Ma. - 

V1 Va. . UN 
GréBen erfaBt, die bei Transformationen der Gruppe 2, eine lineare 
Transformationsgruppe erleiden. 

Es gibt auch Spinoren, die nicht in allen Paaren gleichartiger Indizes 
symmetrisch sind. Diese gehéren zu vollreduziblen Darstellungen der 
c, bzw. der 2,+ und lassen sich immer in eine Summe von endlich vielen, 
vollsymmetrischen Spinoren ausreduzieren, was einer Ausreduktion der 
vollreduziblen Darstellung unserer Transformationsgruppe ¢. bzw. 24> 
nach einer direkten Summe XY @®2'@ Duj;z, vj2 von irreduziblen Dar- 

CULV 


Durch vollsymmetrischen Spinoren a sind alle Arten von 


stellungen in endlicher Anzahl entspricht; dabei treten als Summanden 
entweder nur eindeutige, irreduzible Darstellungen der £,* oder nur 
zweideutige, irreduzible Darstellungen der £,* auf. 

Die KRoNECKERsche Produktdarstellung zweier irreduzibler Dar- 
stellungen Dx)2, 1/2 und Dye, yz 1aBt sich immer nach einer endlichen, 
direkten Summe von irreduziblen Darstellungen ausreduzieren. Es gilt: 

[K-—M| |L—N| 


= 
Dxj2, r/72 X Duy2, nj2= 2 () > ® Dupe, viz (2.1) 
U=K+M V=L+N 
Damit aBt sich jede irreduzible Darstellung Dyzjz, yj als KRONECKER- 
sche Produktdarstellung irreduzibler Darstellungen ausdriicken: 


Dyuj2, n/j2= Duyj2z,0 X Do, nz (2:2) 


Alle Gleichungen zwischen Spinoren sind gegen Transformationen 
der eigentlichen LoRENTz-Gruppe £,* invariant. Umgekehrt la8t sich 
jede gegen die Transformationsgruppe {,* invariante Beziehung in 
Form von Spinorgleichungen schreiben!. 

Unsere Theorie soll aber gegen die Transformationen der vollen 
LORENTZ-Gruppe £, invariant sein. Bekanntlich laBt sich’ die volle 
LORENTZ-Gruppe &, durch die eigentliche Lorentz-Gruppe &,+ wie 
folgt darstellen: 

ne ry UN eg (2.3) 
2,7 umfaBt alle Lorentz-Transformationen mit der Koeffizienten- 
determinante + 1; S ist eine LoreNtz-Transformation, die das raum- 
liche Koordinatensystem am Ursprung spiegelt, die Richtung des Zeit- 
ablaufes aber ungeadndert laBt, also ; 


Bin == S) See Se = Fe fiir WN 22 L223), ig 0 We a (2.4) 
mit 

See (2.5) 
Die Nebengruppe S £,+ umfaBt alle Lorentz-Transformationen mit der 
Koeffizientendeterminante — 1. Die raumliche Spiegelung S_ trans- 


ae by [ges ofl 
formiert unseren Spinor a Pile: «BM nach 
V1 YQ...N 
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0) Eine Lune ste Eat A DOS 
Si ee ea ee ara ade (2.6): 
Vy Vo-...YN fy Mg: -- Um 
My Mo. ++ fa 


ist der Spinor a : vollsymmetrisch und gehért er zum invari- 
Us Dy oe 2) VN) 
ie N 


_anten Darstellungsraum iy +1) (w+1) der irreduziblen Darstellung 


Vy ee ae YN 


Dyj2, nj2, SO ist aucha vollsymmetrisch und gehért zum 


; My Mg... Um 
~ invarianten Darstellungsraum Rwy +1) «aw +1) der irreduziblen eau 
Dy 2,m/2- Daher ist der este wernt x (m+1) (N+1) 0 Rw (M +1) 


invariant gegen die 2, und die direkte erin ae peer PieehCueen 
irreduziblen Darstellungen der 24+, Dye, nj2@Q Dye, mje, ist irre- 
fl sles -+ fit 


Vv YN 
symmetrisch, sondern vollreduzibel nach der Siiaie ‘der irreduziblen 


duzible Darstellung der 2,. Ist der Spinor a nicht voll- 


I ea et 
Darstellungen 2 @OLODuye2,vj2 der 2,*, dann ist a oe a 
U V 


vollreduzibel nach X@O2L@ Dye, v2. 
Ve EE 


My flg--- Um 


Zu einer vorgegebenen Spinorgleichung, die gegen £,* invariant ist, 
laBt sich immer eine zweite Spinorgleichung angeben derart, daB das 
System der beiden Spinorgleichungen gegen die volle LORENTZ-Gruppe 
2, invariant ist. Es kann auch der Sonderfall auftreten, daB eine 
Spinorgleichung nicht nur gegen 2,+, sondern auch gegen 2, invariant 
ist; in diesem Sonderfall ist die Erginzungsgleichung mit der vor- 
gelegten Gleichung identisch und die Erweiterung durch eine zweite 
Gleichung wird iiberfliissig. Umgekehrt kann man jede gegen &, in- 
variante Beziehung als System zweier Spinorgleichungen formulieren, 
in Sonderfallen geniigt dazu eine einzige Spinorgleichung; man muB 
nur darauf achten, daB die Invarianz gegen die Transformation S und 
damit eo ipso gegen die 2, gesichert ist. 


§ 3. Transformationsverhalten yon Spinoren gegen die raumliche Dreh- 
gruppe d; und die raumliche Drehspiegelgruppe 93. 


(s. [87 b], [38], [39], [40], [47]) 


Die raumliche Drehgruppe d; in den Koordinaten %j, %g, %3 ist eine 
Untergruppe der 2,+. Vermittels der Homomorphie 2,7 ~ cy induziert 
die d3 in der c, die unitare Untergruppe uy. Die u, ist zweieindeutig 
homomorph der d3, und zwar ist die u, eine zweideutige Darstellung 
fete t” Die fee anepied Darstellungen Ug/2 der Gruppe ug, die wegen 
der Homomorptie dz ~ uy auch irreduzible, héchstens zweideutige 
Darstellungen der d, sind, sind unitar!? und reprasentieren mit dem 
Wertebereich Q=0,1,2,... alle Méglichkeiten irreduzibler Dar- 
stellungen der uy und auch der 0, durch lineare Transformationen. Dabei 
ist U1 die irreduzible Darstellung der u, durch sich selbst und damit 
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eine zweideutige, irreduzible Darstellung der d3;, U, ist die natiirlich 
eindeutige, irreduzible Darstellung der ds durch sich selbst. Allgemein 
ist die irreduzible Darstellung Ugj2 fiir Q =0(2) eine eindeutige, fiir 
Q = 1(2) eine zweideutige, irreduzible Darstellung der ds. Die KRon- 
ECKERsche Produktdarstellung zweier irreduzibler, unitarer Darstel- 
lungen Upjz und Ug abt sich wieder nach einer endlichen direkten 
Summe irreduzibler Darstellungen voll ausreduzieren: 


|P—Q| 
Upj2 X Uo = pk ® Ure (3.1) 
R=P+Q 
Die irreduzible Darstellung Dyz/2, vj2 der 24+ zerfallt bei der Be- 
schrankung auf die d, nach der Gleichung: 
|[M—N| 
at, 
Dayz, Nj2 > > ® Ugye (3.2) 
Q=M+N 
also in eine Summe irreduzibler Darstellungen der 3, wobei Voll- 
reduzibilitat besteht. Gl. (3.2) bewirkt, daB der Spinor a Eco i a 
Vy PyOF ec INT 
bei der Einschrankung der Transformationsgruppe von der 2,+ auf d, 


in mehrere unabhangige Systeme zerfallt, auBer fir M-N =O. Fiir 
den Fall M = 0 oder N = 0 vereinfacht sich (3.2) zu: 


Dupo > Um (3.3) 
Do, nyz > Unye (3.4 
Weiters folgt aus (3.2) durch Vertauschung von M und N: 
[M—N| 
Dye, m2 > pe ® Ug (3.5) 
Q=M4N 


Betrachtet man das Transformationsverhalten beziiglich der vollen 
orthogonalen Gruppe, auch Drehspiegelgruppe genannt, O; = dy + S dz, 
also einschlieBlich aller Transformationen, die S als multiplikativen Be- 
standteil enthalten, dann mu8 man den zu Ug gehdrigen Darstellungs- 
raum (941) durch einen ebenfalls zu Ug gehdrigen weiteren Dar- 
stellungsraum (9,1) erganzen, daB ®’(9.1) und R941) beziiglich 
Transformationen aus d, invariante Darstellungsraume sind, wahrend 
sie bei der Transformation S ihre Rollen vertauschen!3. Der gesamte 
Darstellungsraum ®’@ +1) @ R941) laBt sich immer derart in die 
Summe zweier zu Ug gehdriger invarianter Darstellungsraume Roe 1) 
© Rig st) zerlegen, das die Komponenten im Unterraum Rip 1 den 
Spiegelungscharakter + 1, die im Unterraum Rio) 1) hingegen denSpie- 
gelungscharakter — 1 haben!8*; {9 ) 1 und Rio} 1) Sind __sinvariante 
Unterraume beziiglich Uj. und beziiglich der raumlichen Spiegelung S. 
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§ 4. Spin und irreduzible Darstellung der raiumlichen Drehgruppe d,. 
(s. z. B. [46], [47], [48], [38], [39], [54], [55j, [62)) 


Wir wollen im folgenden nur Teilchen mit endlicher Ruhmasse 
m —«h/c #0 betrachten'™, so daB die Geschwindigkeit des Teilchens 
v<c ist. Weiters wollen wir annehmen, da kein auBeres Kraftfeld 
auf das Teilchen wirke. Wir kénnen dann durch eine LoreNtz-Trans- 
formation immer in ein Ruhsystem des Teilchens iibergehen oder in ein 
Bezugssystem, in dem sich das Teilchen mit einer Geschwindigkeit 
0 <v<c bewegt, so daB unrelativistische Behandlung des Problems 
zulassig ist. 

Untersuchen wir nun, wie wir ein Teilchen von Spin s im unrela- 
tivistischen Fall beschreiben kénnen. Wir miissen die von den Koordi- 
naten r= (%,, %, v3) und der Zeit ¢ = x,/i c abhangige Beschreibung 
durch eine weitere Variable o erganzen, die dem Spinverhalten Rechnung 


_ tragt. Im Gegensatz zu x,, 2, 3, ¥, mit kontinuierlichem Wertebereich 


kann o nur die 2s+ 1 diskreten Werte s—N, N=—0O,1l,...,25 
annehmen entsprechend der durch Richtungsquantelung bedingten Ein- 
stellméglichkeiten des Spins in eine bestimmte Raumrichtung (vel. 
etwa [46], S. 142 ff.). Die Wellenfunktion 1aéBt sich darstellen: 

yle,t,0) = 3 volt, tte (4.1) 
Dies entspricht einer Zerlegung des HILBERT-Raumes §, den wir bei 
unserer Beschreibung beniitzen, als direktes Produkt: 


H= Ray X Westy) (4.2) 


Dabei sind die Vektoren x, aus (4.1) eine Basis in ®’¢; + 4). 

Der Drehimpuls auBert sich im Transformationsverhalten der 
Wellenfunktion beziiglich der raumlichen Drehgruppe b,, die unser aus- 
gewahltes Bezugssystem so transformiert, daB die Voraussetzungen fiir 
unrelativistische Beschreibung erhalten bleiben, Ruhsystem bleibt da- 
bei Ruhsystem. Das Transformationsverhalten jeder Komponente 
we (t, t) vermége ihrer funktionalen Abhangigkeit von r beschreibt be- 
kanntlich einen Bahndrehimpuls J:h, J =0,1,2,..., wenn sich 
ws (t, t) nach der irreduziblen, unitaren Darstellung WU, der bd, trans- 
formiert; der Operator einer infinitesimalen Drehung ist 3 = [t, 77], 
der Operator des Bahndrehimpulses ist £ = (h/1) 3 = (h/z) [r, 7| und hat 
bei einer Funktion yp, (t, ¢), die sich nach Uy, transformiert, die 2 J + 1 
Eigenwerte f(J — N), N = 0,1, 2,...,2 /. Der Bahndrehimpuls gehort 
bei unserer Beschreibung in den Anteil Ry,4 von §. 

Das Transformationsverhalten der wy, (rt, ¢) beziiglich d, vermittels 
ihrer Abhangigkeit von der Spinkoordinate o beschreibt den Spin S 
bzw. den Spindrehimpuls s+ h. Der Raum 8’. 41) hat fiir ein Teilchen 
vom Spin s die Dimension 2s + lI. Da R's +1) bei der Dd, eine irre- 
duzible Transformationsgruppe! erleiden soll, mu8 er sich nach der 
irreduziblen, unitaren Darstellung U, der d, transformieren. Fassen wir 
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die Komponenten y, (r, é) zu einer Spaltenmatrix W"(r, t) = {yo (t, 4), 
o=-+s,+ s 1, +s—2,..., — s+ 2,=—s = 1, —s zusammen 
dann ist der durch den Index o bedingte Operator einer infinitesimalen 
Transformation der bd, _gegeben Fae %’ =io, der des Spindreh- 


impulses durch S’ = h 6 =hji 3’. Die Komponenten (1, opi) == a 
sind Matrizen mit 2s + 1 Zeilen und Spalten, die die 2s + 1 Eigen- 
werte. ¢ — N,N = 0.1, 2)4.., 2:5, shaben--unde die Wertanscbim 


relationen o;% 01; — 0; 6, = 1 Om, (k,l, m) = Avg) (1, 2, 3)'® erfiillen?’. 
Der Operator einer infinitesimalen Transformation aus 3; von 
W'(r, t) ist damit gegeben durch § + 9’, der ees des Gesamt- 


drehimpulses durch A= =24 6 = (Af) le Vl +r o; die moglichen 
Eigenwerte ergeben sich aus der Produ trrametorna on 
poll 
Ux uU = Po, @P Up zug —N, N=0, 1,2,...,20 und QV=s Fy 
Q=s+J 


soils fH 2)sx; 


s— |. 


Will man unsere unrelativistischen Darstellungsmoglichkeiten fiir das _ 


Wellenfeld vom Spin s vollkommen erfassen, mu man die Kovarianz- 
forderung auf die volle 0, = d3;-+ Sd, erweitern. Dann wird der 
HILBERT-Raum der Darstellung zu: 


1 a an = 
H = Rey X {(Wesg1) ORs t+ y} = Rey X {Ria 1 @ Res} (4.8) 


Dann ist die Wellenfunktion ¥’(r, f) zu erganzen durch eine zweite 
aquivalente Y’’(r, ¢), so daB: 


yp AoE BO nea a (4.4) 
die Gesamtwellenfunktion wird: 
We By a et) ate (4.5) 
Der Operator des Spindrehimpulses wird: 
Si CG) SC. wobei S716: (4.6) 
der Operator der Transformation S wird: 
c= i ie ‘| (4.7) 


wobei F die Einheitsmatrix vom Rang 2s + 1 bedeutet. Man kann die 
Wellenfunktion auch darstellen als 


Wiles 6 Wei G) Pon) (4) 
WO 
1 
vit) — i ana anerinee| ona ela a 


und damit: 


: 


= 
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Die Wellenfunktionen ¥Y(+) und ¥Y(- unterscheiden sich durch den 
Spiegelungscharakter + 1 oder — 1. Die unitare Transformation (4.9) 
hat die Form: 


ee (ee ee Seb fant ee: 
die Gl. (4.6) ist gegen diese Transformation invariant, der Operator 
O +86 
it bs Berd 


wird zu S* = USU-1= ne ae (4.12) 


§ 5. Relativistisch invariante Wellenfunktionen fiir das Teilehen vom Spins. 
(s. z. B. [1] bis [9], [24], [37], [42], [43], [44)) 


I*iir unsere relativistisch invariante Darstellung des Wellenfeldes 
vom Spin s miissen wir nun so verfahren, daB im unrelativistischen 
Grenzfall unsere obigen Darstellungseigenschaften erhalten bleiben. Da- 
durch erhalten wir die Méglichkeit, unser Wellenfeld durch die voll- 


symmetrischen Spinoren 


. (+ Q) fy fle. -- fs+0 (5.1) 


VsVe. 8s VSO 


| beschreiben; sie gehéren zur irreduziblen Darstellung Di + 9/2, (s — @y2 
der 2,+. Weil wir fiir unsere Beschreibung aber Invarianz gegen die 


volle 2, = 2,7+ S 2,t fordern, mu8 mit dem vollsymmetrischen 
NOW eed ee 


Vip tee Visi 0 


Spinor a » Transformation nach Dj +@)/2, (s—@)2> 
= Ther A Wiosivsats cs f Vly = 
take is °  Transforma- 


auch der vollsymmetrische Spinor a 
Vy Vo.-- Vs+Q 


| tion nach Dis—oye2, (s+e)2, enthalten sein. Beide Spinoren sind Ko- 
' varianten beziiglich der £,*, bei rdumlicher Spiegelung S gilt: 


eer Q) Mh flg- ++ ls+Q = (—Q) 1 ¥9... V 59 
Peon VeRG n He. fs H+ (5.2) 

eee (— @) fy Me-- + fs—o = (+ Q) 1 %g..+ ste 

Vp Vat HELO ike cnentlen 
Wer Parameter Q durchlauft die Werte: OQ = + s, + (s — 1), + (s — 2), 
eee ie fr 2.6 = O(2)) ind (0 —" ae sn (Ss — 1), =e (Ss = 2) 2a, 
+ 3/2,+1/2 fir 2s=1(2). Das Wertepaar Q = + 0 fiir 2s=0(2), 

(+ O) fly fg. + fs 


bedarf noch einer Erklarung: ein Spinor a trans- 


Vil Vgw see Ue 
formiert sich beziiglich 2,+ kovariant nach Dy, sz; bei raéumlicher 
Spiegelung geht er aber im allgemeinen nicht in sich selbst tiber sondern 


| in einen anderen Spinor a Vas anaes , der zur selben irreduziblen 


Pe Vig) cate 
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Darstellung Dye, y2 von 24+ gehdrt. Reduziert man die Darstellungen 
im Rs 41) +1) © Ret (s+1) Nach der Ly = = 2,++ 5 2,+ oder auch 
O, = d3 + S dy aus, dann erhalt man: 

(=e) fly Mla. + fs ae (+ 0) fy fg. - + Ms 4a (— 0) fay fla. + fs (5.3) 


EVP Vow we Vs Vy Vo. Vs Wy Bega DS 


2u 


u\=) transformiert sich bei 2,* nach D,jz, «jz, bei S nach 
SaY=tuo), | Sur=— nu), 


so daB beide Werte + 1 und — 1 fiir den Spiegelungscharakter 
auftreten 319, Fir QA+0 1JaBt sich eine Ausreduktion im 
Ri seo+ray (seta OB R'e-e+noeoey nur mehr. nach | des 
©, = d3 + Sd, durchfiihren, nicht mehr aber beziiglich der vollen 
i= Lee Sat, 

Beniitzen wir zur relativistischen Beschreibung die beiden [eld- 
spinoren 


Pes Q) hy fig.» fs+o (— Q) fy fig. ++ fs—o 


und a 

ip arene eel Pees: PAs ose vere 
dann ist die Hoe arianz beziiglich der &,  gesichert; oe ist 
Q=s,s—1,s—2,.. ,1,0 fir 2s = 0(2) und 0 =s,s—1,s— Seg 


3/2, 1/2 fiir 2s = TF AuBer im Fall Q = s tritt dabei noch eine fe 
plikation auf: gehen wir zum unrelativistischen Grenzfall iiber, was 
der Reduktion £, — D3 der LoRENTz-Gruppe &, auf ihre Untergruppe ©, 
die raumliche Drehspiegelgruppe, entspricht, dann zerfallt unsere 
irreduzible Darstellung der &, nach: 


2 as ms 
Dsi,6-O7 ODs—z,0+02> D, OUpO SY Oure (6.4) 
oat 2s T = 2s 
fiir Q = s vereinfacht sich (5.4) zu: 
Ds, 0 (S) Do, Siaaery U, S) ue (5.5) 


Wir erhalten daher nur im Fall Q = s nach (5.5) die richtige irreduzible 
Darstellung der O; im unrelativistischen Grenzfall. Fiir Q 4s enthalt 
der unrelativistische Grenzfall neben der irreduziblen Darstellung 
U,@® Us, die zum Spin s gehért, noch die irreduziblen Darstellungen 
2 Io 
DL G(x ® Ur), 
R=s-—1 
die zu den Spinwerten s — 1,s — Diese 
iiberzahligen irreduziblen we miissen durch geeignete Neben- 


bedingungen ausgeschlossen werden, so daB sich die Zahl der unab- 
hangigen Komponenten der vollsymmetrischen Spinoren 


5 (+ @) fy fia. -- se Gad E (— Q) fy fig... fts—o 
Verve: os Vsag V1 Vor. VERGO 
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f von je Zig = (s +Q+4+ 1) (s —Q+1), also insgesamt 2Z\9;, auf je 


§ Z,=2s-+1, also insgesamt auf 2Z, = 2(2s-+ 1) reduziert. Diese 


Nebenbedingungen miissen natiirlich gegen die Gruppe 2,+ und a fortiori 
gegen die Gruppe &, invariant sein. Eine Nebenbedingung, die dies 
gerade leistet ist: 


a Ys—Q a (Ge Q) fy fg. : Ms+-@ ze=5() 


fMs+o Vi Varo mn rs =O) (5.6) 
ASO, (10) gw fee et inv. 24 
Ls—o Vy Vo- Pies m@) | 


das Gleichungssystem (5.6) ist gegen die Gruppe &, invariant, derart, 
daB jede der Spinorgleichungen fiir sich gegen £,+ invariant ist, bei 
raumlicher Spiegelung S vertauschen sie wegen (5.2) ihre Rollen. 
(5.6) besteht aus 2 (0 + s) (Q — s) Differentialgleichungen, die die Zahl 
der unabhangigen Komponenten der beiden vollsymmetrischen Feld- 
spinoren von 2 Zjq; auf 2 (2s + 1) reduzieren. FiirQ = s 1aBt sich (5.6) 
nicht definieren; dies ist aber gerade der Fall, wo nach (5.5) keine 
Nebenbedingungen erforderlich sind, die beiden vollsymmetrischen 
(SESW 6 2e (— s) 

Pi VaeeOe Vag 
aus nur je 2s+1, also insgesamt 2(2s-+ 1) unabhangige Kompo- 
nenten. 


Spinoren a und a haben von Natur 


$6. Wellengleichungen fiir das Wellenfeld kraftefreier Teilehen mit Spin s. 
(s. z. B. [1] bis [9], [44]) 


Wir wollen unser Wellenfeld fiir Teilchen vom Spin s durch die 
beiden vollsymmetrischen Spinoren 


+ Q) fy fla. ++ Ms+@ aad A (— Q) fy fla. fls—o 
ViVeoces Veo Vy Vans VEO 


beschreiben, die im kraftefreien Fall fiir Q ¢ s die Gln. ( 


a 


Or 


.6) befriedigen 


Bolletics.Wertebereich. fix 0 ist: .Q.= s,s = 1,,s—2,..., 1,0 — fir 
es —O0(2),°0 = s,s —1,s—2,...,3/2,1/2 fir 2s 1(2).. Als Feld- 
gleichungen fiir den kraftefreien Tall fordern wir nach (B): 
( head K?) a (= 2) Uy {g- we s+ ==() 
fOr EErEN OSS (6.1) 
(210) WRG era hee inv. 2, 
( a K?) a == (i) | 


Vi Page 4 cc eVo2.0 
(6.1) ist offensichtlich gegen , invariant, derart, da jede der Spinor- 
gleichungen fiir sich gegen &,* invariant ist, wahrend S nach (5.2) die 
Rollen der beiden Spinorgleichungen vertauscht. Unsere Wellengleichun- 
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gen (6.1) sind Differentialgleichungen zweiter Ordnung In %, Xq, %g, Xap 
die Nebenbedingungen (5.6) enthalten nur Ableitungen von erster 
Ordnung. 

Es ist nun meistens iiblich, das Wellenfeld durch Differential- 
gleichungen erster Ordnung in %, %9, 3, %, 2u beschreiben, was aber 
nicht unbedingt nétig ist, das heiBt, man kénnte auch mit den Wellen- 
gleichungen (6.1), zusammen mit den allenfalls erforderlichen Neben- 
bedingungen (5.6) das Auslangen finden. Wir wollen aber, um den Ver- 
gleich mit Ansdtzen anderer Autoren, die durchwegs mit Differential- 
gleichungen erster Ordnung als Feldgleichungen operieren, zu ermog- 
lichen, unseren in (6.1) + (5.6) getroffenen Ansatz so modifizieren, 
daB wir aquivalente Feldgleichungen erhalten, in denen nur mehr erste 
Ableitungen nach %,, %», %3, %, auftreten. 

Zu diesem Ende definieren wir fiir s >0 die beiden vollsymme- 
trischen Spinoren a'+(@-1) und a‘—(@-) fiir die Werte Q =s, s —1, 
$22, ..., 2,1 obet 2s = 02) eundsO Scie is es ee 
bei 2s=1(2): 


a. a Q) My Ha Ms+Q (+ (Q—1)) pale--- fs+o-1 | 
Ms+Q ¥s—Q41 Vy Vo.-.- YVs—O Vy Vg.-- Vs—Q+1 
gls—o+1 Ys+0 q (— Q) fy Mg. + fas—o ea (= (Oe 1)) fing. ++ fls—Q41 
Vi 0g SLO 1 Von a Vanged 

inv. &, (6.2) 

wobei a'+2) und a‘~®) vollsymmetrische Spinoren sind. Der ausge- 

schlossene Fall s = 0 muB gesondert behandelt werden. Die notwendigen 

Symmetriebedingungen fiir at (@-) und al—@—), das heiBt solche, 


die durch die a priori eingefiihrte Vollsymmetrie von a'*®) und a‘—® 
nicht eo ipso erfiillt sind, lauten: 


(+ (Q — 1) fy Has fsto-1 ¥s—0 s Q+1_ 


Di Veen. Venu (6.3) 
(—(Q=1)) fia fas floor = i 

Vy Vo. 24 Veron Poo Us=044 ii 
fiir Q # 8; fiir Q = s sind keine zusatzlichen Symmetriebedingungen er- 
forderlich. Fiir Q ~ s folgt aus (6.2) + (6.3): 


a 


a 


a 8-0 a Ge Q) fly Mg. ++ fs+e =o 
Us+o Vino a s—=O (6.4) 
gst Pe OV ia pea eee oe. inv. 24 
Ms—Q Vy Vo. oe Vs+Q 


Die ftir Q As z fordernden Nebenbedingungen (5.6) sind mit (6.4) 
identisch. Beniitzt man also die Definition (6.2) + (6.3), dann sind 
diese fiir Q As notwendigen Nebenbedingungen (5.6) eo ipso erfiillt 
und miissen nicht mehr gesondert beriicksichtigt werden. 
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Fiihrt man die Definition (6.2) in unsere Wellengleichungen (6.1) 
ein, dann kann man diese ersetzen durch: 


gltsso¥s—or1 (+ (Q —1)) fy tle ++ fisto—1 


Vy Vo. oe Y= Ore 
Saye (+ Q) fy fe. -+ fs+o 
Vy Vg-.+- Vs—C (6.5) 
i) AC (0 =— 1)) My flys ++ Ms—Q+1 Inv. Q, 
f.-o01 Moro eer rae 
gamelan Q) fy flg--+ fs—Q 
Vy Vow oe “Vso 


Wir haben somit aus den Gln. (6.1) + (5.6) unter Beniitzung der Defini- 
tionsgleichungen (6.2) + (6.3) die Feldgleichungen (6.5) hergeleitet. Um- 
gekehrt erhalt man aus (6.2) + (6.3) + (6.5) durch Elimination von 
a\+(@—1)) und a'—@+) das Gleichungssystem (6.1) + (5.6), das wir zur 
Beschreibung des Feldes mit Spin s angesetzt haben. Es besteht fiir 
unsere Gleichungssysteme die Aquivalenzbeziehung: (6.1) + (5.6) ~ 
~ (6.2) + (6.3) + (6.5). Das Gleichungssystem (6.2) + (6.3) + (6.5) 
enthalt aber Ableitungen nach 4%,, %5, %3, ¥, nur von héchstens erster 
Ordnung. 

Es gibt noch eine zweite Méglichkeit, um ein zu (6.1) + (5.6) aqui- 
valentes Gleichungssystem zu gewinnen, welches in den Ableitungen 
nach %, %:, %3, X%, von héchstens erster Ordnung ist. Wir definieren 
dazu zwei vollsymmetrische Spinoren a{t@+)) und al—@t)), wo 
eas 1 SD, 1, 0 fir 2.s= 02) und 0 =s — lys — 2... 4 1/2, 
—1/2 fir 2s=1(2) ist: 


fs+q41%s—9 (+ Q) Ma fla -+ Msto _ 


0 
Vi Vou Vs=O 
is eee (OED) ty fg. +» fls+Q44 | 
Py Vagee+ Ys—Q-1 | (6.6) 
3 5 (— Q) fy fia. ++ fs = os 
fs—o Vv s+Q+1 Vy Vg.+- Vs+Q 
a (—(Q + 1)) fa fla.» so 
VE Vere Pst O41 


wobei a'+®) und a‘-®) vollsymmetrische Spinoren sind. Als notwendige 
Symmetriebedingungen, die noch nicht durch die Vollsymmetrie von 
a‘+® und a‘-®) eo ipso erfiillt sind, sind zu fordern: 


lish (Q + 1)) fy a. - sow ss = 
Vy Vg.+- Vs—Q-=1 Ms+Q Mst+Q+1 
gi QF Y) te tla ts-o-t More M1041 _ gy | inv. & 


Vy oe We LOLI 
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damit ist die Vollsymmetrie von a(+(@+)) und a'~@+) sichergestellt. 
Aus (6.6) und (6.7) folgt wiederum: 


gis-@ (+ Q) fa fa--+ Metro _ 9 | 


Us+0 De Pcac U6 (6.8) 
ene : ( inv. 2, 

ato 4 Cl Mare He Oren | 

Us—Q Vy Va--- VstQ 


Da jetzt Q = s schon ausgeschlossen ist, besteht die Identitat von (6.8) 
mit den Nebenbedingungen (5.6). Wegen (6.6) kann man an Stelle von 
(6.1) schreiben: 


(+ (Q = 1)) fy [yg - ee [sou 


ra) ; a at 
fs+O+1 ¥s—0 CHE egos Ole 
— (+ Q) fy flg--+ fs+o 
rc j 
Vn Dien VEO n (6.9) 
alls %s1041 Lilies (O-1) Vite Hg ere eon = inv. 2, 
PT Von Vstourt 
a Oa Bas Bene 
=e a | 
Vy Vo. Sm De +Q 


Umgekehrt kann man aus (6.6) + (6.9) durch Elimination von al? (0+) 
und a'~(2+) wiederum die Gln. (6.1) ableiten. Es besteht somit die 
Aquivalenzbeziehung: (6.1) -+ (5.6) ~ (6.6) + (6.7) + (6.9). Das Glei- 
chungssystem (6.6) + (6.7) + (6.9) enthalt aber Ableitungen nach 
X4, Xg, X3, X, Nur von héchstens erster Ordnung. 

Substituiert man in (6.2) + (6.5) Q=Q'’+ 1, dann erhalt man 
(6.6) + (6.9), umgekehrt fiihrt die Substitution Q = Q” —1 (6.6) + 
+ (6.9 in (6.2) + (6.5) tiber. Durch die Identitat von (6.2) + (6.5) mit 
(6.6) + (6.9) fiir benachbarte Werte von Q folgt unter Beachtung 
der Vollsymmetrie aller Feldspinoren, wodurch (6.3) und (6.7) eo ipso 
erfiillt sind, die Aquivalenz aller Gleichungen (6.1) + (5.6) ~ (6.2) + 
+ (6.5) ~ (6.6) + (6.9) unabhangig vom Wert des Parameters Q?°, 
fiir den man jeden zulassigen Wert einsetzen darf. Welchen der zu- 
lassigen Werte fiir Q man nun bei der Beschreibung eines kraftefreien 
Teilchens und seines Wellenfeldes vom Spin s verwenden will, ist will- 
kiirlich wegen der gezeigten Aquivalenz aller Wellengleichungen unab- 
hangig vom Wert des Parameters Q. Wegen des dargelegten Zusammen- 
hanges zwischen den Ansatzen (6.2) + (6.5) und (6.6) + (6.9) fiir voll- 
symmetrische Spinoren erfaBt man bereits mit den Gln. (6.2) + (6.5) 
fir vollsymmetrische Spinoren mit Q als willkiirlichem Parameter, der 
dense Werteberéich «025,122 1 pS Oe olen tee (2) und 
Oe = b, S$ — 2s ib oe Ber ae oe 1(2) durchlaufen kann, alle 
Moglichkeiten, Wellengleichungen fiir kraftefreie Teilchen mit Spin s 
zu formulieren, die in den Ableitungen nach X4, X%g, Xz, X, von héchstens 
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| erster Ordnung sind; dabei besteht natiirlich fiir alle méglichen Werte 
von Q die dargelegte Aquivalenz der Ansatzgleichungen (6.2) + (6.5); 
} wir kénnen uns daher auf diesen Ansatz beschranken, wenn unsere 
| Wellengleichungen in den Ableitungen nach «,, %g, X3, X, von héchstens 
4 erster Ordnung sein sollen; iiber den freien Parameter Q, der alle aqui- 
| valenten Ansatzgleichungen vom Typ (6.2) + (6.5) erzeugt, wollen wir 
)} vorerst noch nicht verfiigen. Wesentliche Unterschiede zwischen unseren 
moglichen, im kraftefreien Fall aquivalenten Ansatzen (6.2) +- (6.5) oder 
damit aquivalent (6.1) + (5.6), die durch die mégliche Variation des 
| freien Parameters Q entstehen, kénnen erst dann auftreten, wenn man 
Wellenfelder untersuchen will, die Teilchen mit Spin unter dem EinfluB 
von Kraften beschreiben, etwa elektrisch geladene Teilchen mit magne- 
tischem Spinmoment unter der Einwirkung eines duBeren elektro- 
magnetischen Feldes?!; diese Auswahlméglichkeit macht sich erst fiir 
s > 1 bemerkbar. 

Man kann der Vollsymmetrie aller in den Gln. (6.2) + (6.5) auf- 
tretenden Spinoren durch eine symmetrische Formulierung der Glei- 
chungen Rechnung tragen. Man schreibe (6.2) + (6.5) wie folgt in die 
symmetrisierte Form um: 


a Spee 
i 


git ©) Ba Bae + Hema Ba Hit ea +» Meo 
Ur VK Vy Vo. See Read Reatalhioy « -Vs—Q+1 
ss y (s “10 a) =i 1) peas (Q = 1)) fy M- aie Pr UL Les Pietts Us+o 
Vy Vo--2 Vs—O+1 ( (6.10) 
a rea: ’ ‘ : { Inv. Ly 
fe nf %c (— 0) Pi Ba. e141. ~~ Me—ot1 _ 
4 Va Vous VE=1VYEVLE1-~ - Vso 
i : \O= 1) fy fg. ++ s—Q41 
= == I a 
AS oat a VEU Gy oS Vie VEEN 0 9 eles 3=(O) | 
Mele L—1,2,...,8 +0; 
i+ . . . . . . 
ie ofr x (+ O— 1)) fy Mg. - + fra fin 41 + - fis 
- Vy Vq.-- VK-1 VRVK+1--+ Ys—O+1 
=1 
; (4+ Q) fy Me. + + Ms+o 
eer) <2 Vy Vo--s YVR—-1VKi1.-.-.: Vs=O4 l (6.11) 
+0 a ; aes : inv. 2, 
7 4 (— (O— 1)) pty fg. -- MK-1 MK PK+1-++ Ms—Q41 
~ UK VE 7m Vy Vg.-- VL-1 VE+1-+-Ys+Q 
=1 : : 
(— Q) fy Mig. - ex —1 x41. + s—o41 
=i(s+Q)Ka ra Were 


miralle kK = 1,2...:,s—0--1.- Damit ist offensichtlich der Voll- 
symmetrie aller Feldspinoren Rechnung getragen. 
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§ 7. Explizite Spinorformulierung der Wellengleichungen 
fiir.s = 4/5, L und.*).; 
(s. auch [1] bis [9], [42]) 


An den Ansiatzen fiir die Falle s = 1/2, 1 und 3/2 lassen sich alle 
wesentlichen Punkte demonstrieren, so daB wir die zugehérigen Wellen- 
gleichungen hier explizite anschreiben wollen. 

Fiir s = 1/2 lautet der Ansatz nach (6.1) + (5.6): 
(GaP 0 | a) 
(CO — x?) 5 ee BAG | inv. & 
Nebenbedingungen vom Typ (5.1) treten fiir s = 1/2 nicht auf, weil 
D1/2, 0 i) Do, ip aes Uy /2 A Une durch Q, —> D3 zerfallt ; die Zahl un- 
abhangiger Komponenten der Wellenfunktion ist 2 21,2 = 4, wie es 
nach unseren Betrachtungen in § 5 sein muB. 

Fiir s = 1 ergeben sich nach (6.1) + (5.6) die beiden aquivalenten 
Moglichkeiten: 


1) Kk 
(Giesn a 0 | (7.2) 
(0 —«)a er) | inv. & 
oder 
(ar he Oe) (7.3) 
(J — x?) Fee P=) | inv, 24 


Zu (7.2) sind keine Nebenbedingungen notwendig, weil Dy9@ Do1 > 
uw,@u, durch 2, +O, zerfallt. Zu (7.3) sind die beiden Neben- 
bedingungen 

v (+0) 4 

ana = 0) (7.4) 

Opa: ee 0 | inv. 2, 
erforderlich, weil Dia, 12 © Dijz,12 > (Wy BU) © (Up © Uy) durch 
2, > O, zerfallt. Die Zahl der unabhangigen Komponenten betragt in 
beiden /Fatlen:2:7,-= 6: 

Fiir s = 3/2 kann man nach (6.1) + (5.6) die beiden aquivalenten 

Systeme 


( aa 2) go?) Ka eit | (7.5) 

(CK — x?) aa ne E() | inv. &; 
oder 

a eee (7.6) 

(mie ee oe | inv. &, 


ansetzen. Zu (7.5) sind keine Nebenbedingungen notwendig, weil 
D3/2, 0 ® Do, 3/2 ae Usye ee) Usjo durch BUF ve Ds zerfallt. Zu (7.6) hin- 
gegen sind noch die Nebenbedingungen 


a. es 1/2) f ae 0 | fe 7) 
a Ha Si kee —0 | inv. Q, 
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_ zu fordern, weil die Reduktion 2, > 3 den Zerfall Di 12 @ Dia > 
(Uso ® Use) @ (Uajz © Uj) induziert. Die Zahl der unabhangigen Kom- 
ponenten betragt in beiden Fallen 223) = 8. 

Verlangt man hingegen, da die Wellengleichungen von héchstens 
erster Ordnung in den Ableitungen nach %,, %5, %3, %, sind, dann er- 
halt man nach (6.2) + (6.5) fiir s = 1/2 das mit (7.1) dquivalente System 
mit der Multiplizitat 2: 


eee (— 1/2) 
fv 


25) 172 
(+1/2)4 | 


(+1/2) 
(7.8) inv. 2, 


Doce AyD ; 
Og tO. ea 


Der Ansatz (7.8) ist mit der Drrac-Gleichung {y, @, + «}p = 0 iso- 
§ morph; er laBt sich bei geeigneter Wahl der Matrizen yn aus der DirRAc- 
Gleichung herleiten??. 

Fiir s = 1 ergibt sich aus (6.2) + (6.5) das mit den Gln. (7.2) ~ 
~ (7.3) + (7.4) aquivalente System fiir vollsymmetrische Spinoren: 


ya tHe peg ite 
a” q (+0 a ee ae ; 
je (=I) (=O) a (OSS) 
Gy ay) vA =tKa » 
ee bee 
: Onna ye era ag 
} wobei die Symmetriebedingungen 
ees = A. : 
GES a= und. as ye = 0 (7:10)inv.8, 


| natiirlich erfiillt sein miissen. Man kann noch (7.9) nach (6.10) + (6.11) 
{ in symmetrisierter Form anschreiben: 


r1) wk . 0) 
ale eo ep as di 
+0) # Pies ACU ie = Sys (41) pK 
Oba heed aa i Tea 
(a0 (—0) a (7.11)inv. 2, 
0 a vi =1Ka p 

—9) 2 —0) @ Qo; =a 
Aaa a | Jee, oom TOG ea | bo | 


die Symmetriebedingungen Pipl: &, = 0nd Gee a ee Oe sind 

} durch den Ansatz (7.11) zwangslaufig erfiillt. Die beiden Neben- 

| bedingungen (7.4) sind als notwendige Folge von (7.9) + (7.10) und von 

| (7.11) immer erfiillt. Wir haben somit fiir s = 1 folgende aquivalente 
Ansatze: (7.2) ~ (7.3) + (7.4) ~ (7.9) + (7.10) ~ (7.11). 

| Fiir s = 3/2 erhalt man nach (6.2) + (6.5) die mit (7.5) ~ (7.6) + (7.7) 

| Aquivalenten Ansatze fiir vollsymmetrische Spinoren: 


4+ 3/2) nKa , +1/2)p k 
eG Sey | Inia 


Og a 
av (+1/2) wK . (+3/2) # ka 
) =1Ka : 
ee 3/2) ‘ (—1/2) 4 (Fale) IY. 
Coa vip = tKa vA 
—1/2) . —3/2) 
ae oe cae 
(41/2) ae (1/2) 
; =e UR : 
Gia a te ‘e iba, ra | (7.13) inv. 2, 
Den hed ea ke J 
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wobei (7.13) wieder mit der Multiplizitat 2 auftritt. Es besteht die Aqui- 
valenzbeziehung: (7.12) ~ (7.13). Man kann natiirlich statt (7.12) und 
(7.13) den Ansatz nach (6.10) + (6.11) in symmetrisierter Form treffen. 


§ 8. Der Sonderfall s = 0. 
(Siehe auch [19)). 

Es bleibt nun noch der zuerst ausgeschlossene Sonderfall spinloser 
Teilchen, s = 0, zu behandeln. Fiir s = 0 lauten die Wellengleichungen 
nach (6.1) + (5.6): 

(OO — 2) ait? =o | 
(DO — x?) al) =O J 
Nebenbedingungen der Form (5.6) treten nicht auf, weil die Reduktion 
Do,0 ® Do,o > Uy GH Uy durch L, > O, induziert wird. 
Um (8.1) durch ein System von Wellengleichungen zu ersetzen, in 


dem die Ableitungen nach %,, %, %3, %, héchstens in erster Ordnung auf- 
treten, definieren wir: 


peta) Sy tad (+0) 
2 Se ne | (8.2) inv. & 
aa ted M | 
damit kénnen wir (8.1) wie folgt ersetzen: 
y (—0) w ~ (+0) | 
0, 0 , =—21Ka . | 
aren aphee | (8.3) inv. Qy 
yp —0) 4 a> = | 
be ene 2 ics a | 


Umgekehrt erhalt man durch Elimination der Spinoren pt 4 anaes 


h (—0) . 
besteht daher die Aquivalenzbeziehung: (8.1) ~ (8.2) + (8.3). 
§ 9. Darstellung der Wellenfelder ganzzahligen Spins durch Tensorfelder 
HUME BEES Ce. Cam. G4) 
(Siehe [2] [5], [6], [17] bis [21], [31] bis [36], [37} bis [42], [48], 
[56] bis [61]) 

Im Falle ganzzahligen Spins s, also fiir 2s =0(2), sind die irre- 
duziblen Darstellungen D,.+¢)2, (s—gy2, bzw. U, eindeutige, irreduzible 
Darstellungen der £,* bzw. der d; und damit sind Di+oy2, «oye 
®D Dis—oyz, s+oj2, bzw. Us @® U, eindeutige, irreduzible Darstel- 
lungen der 24, bzw. der 03. Es ist daher grundsatzlich méglich, diese 
Wellenfelder durch mehrkomponentige Feldfunktionen zu beschreiben, 
deren Komponenten sich wie Tensoren im (4%, %9, %g, %4)  trans- 
formieren. Allerdings ist im allgemeinen Fall die Beschreibung durch 
Tensorfelder viel schwerfalliger und uniibersichtlicher als die durch 
Spinorfelder, weil bei Bedingungen, die die Irreduzibilitat der zugrunde 
liegenden Darstellung der 2, bzw. ©, garantieren, wesentlich kom- 
plizierter fiir Tensorfelder als fiir Spinorfelder sind, wo die Forderung 
der Vollsymmetrie der Feldspinoren eine notwendige und hinreichende 


(8.1) inv. &4 | 


» aus (8.2) + (8.3) wieder unsere Ausgangsgleichung (8.1). Es _ 
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| Bedingung fiir die Irreduzibilitat der zugehdrigen Darstellung der Q, 
bzw. der ©, bildet. 


(+ Q) fy fe. ase Oe 
Bin, 20 

os —1),...,+ 1, +0, der sich nach der eerie Darstellung 

D(s-+0)/2, (s—O)/2 ‘der oa transformiert, entspricht beziiglich der £,+ ein 


Dem vollsymmetrischen Spinor a 


_ Tensor 


(+9) 

[My My... Ms— jai] [Ry Ly) (Re le). «CR jo 2 101] 
er ist beztiglich jedes Indexpaares (4, mg), (14, kp), (4,1), (Ra,Rp), 
(l4, 3) und (k4,/g) spurfrei; Symmetrie besteht gegen die Ver- 
tauschung zweier Indizes [74, 1g] und gegen die Vertauschung zweier 
Indexpaare [(k4l4), (Relp)); (kala) sind antisymmetrische und 
selbstduale Indexpaare, wobei die Selbstdualitat durch die Beziehung 


(9.1) 


1 x : 
Gimn) =-+ > Oon aia} Giuv) (9.2) nv. Se 


definiert ist. 

Weil unsere Beschreibung gegen £, und nicht nur gegen 2,* invariant 
sein soll, miissen wir immer ein Paar von beziiglich der 2,* kovarianten 
Tensoren 


4 (t+) 
[1 My... Ms— joj] [Py 4) (Ro yd... Cig) 41) | (9.3) 
[714 Ng... Ns— ioi] [<Ry Le (ky oe oar Rio} Ligi) | 
mit Q=s,s —1,s —2,...,1,0, entsprechend den beiden beziiglich 


2,+ kovarianten, vollsymmetrischen Spinoren a'+®) und a‘-®)  be- 
niitzen; dabei ist analog zur Spinorformulierung, Gl. (5.2) 


Man kann nun das beziiglich £,* kovariante Tensorpaar (9.3) beziiglich 
der raumlichen Spiegelung S und damit automatisch beziiglich der 
vollen LorENTz-Gruppe 2, ausreduzieren: 


+ Y) wer) (=i) 
[nx] [{Ryly}] [nx] [<kyly)] a [wx] [<kyly)] 

(-9) _ 49 eet 
: [nx] {Ry ly}] i [x] [<kyly)] ii [nx] [<ky ly)] 


(9.5) inv.» 24 


zB! 


dabei ist offensichtlich 
S BG %) = + BY S BU 2%) = — Bl- 2) (9.6) 
Es ist also BC+ 2 beziiglich der < ein echter Tensor, wahrend Bi 
beziiglich 2, eine Tensordichte und damit einem Pseudotensor aqui- 
22% 
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valent ist. Die Selbstdualitatsrelation beziiglich des Indexpaares {kyl y} 
wird durch (9.5) zerstért; es bestehen aber auBer der offensichtlichen 
Antisymmetrie in {ky /y}, die durch (9.5) erhalten bleiben, um die 
Komponentenzahl weiter einzuschranken, noch weitere, verwickeltere 
Beziehungen, die notwendig sind, um die Irreduzibilitat der vorliegen- 
den Darstellung der 2, zu gewahrleisten; natiirlich bleiben zudem alle 
Symmetrie- und Spurbeziehungen der Tensoren A‘*® durch (9.5) 
auch fiir die GréBen B'+® erhalten. 

Die Nebenbedingungen (5.6) nehmen in der Tensorformulierung die 


Gestalt 
(2e:Q) 


f) A = 
Ns— \Q| [my My.» - Ms— joj] [Ar Ay) (Rolo). -» (Rigi Yai) ] 
(9.7) 1Hv., 
an, wobei in Ubereinstimmung mit der analogen Beschrankung bei (5.6) 
Qs sein muB. 


§ 10. Explizite Tensorformulierung der Fille s = 0 und s= 1 
(s. [2], [5], [6], [17] bis [21], [31] bis [36], [48], [56)) 


Es seien hier die Tensorformulierungen der Wellengleichungen fiir 
die beiden einfachsten, physikalisch aber interessanten Falle s = 0 und 
s = 1 angegeben. 

Fiir s = 0 beschreiben nach (8.1) die beiden spinoriellen, das heiBt 
beziiglich 2,7 skalaren Funktionen a‘+®% und a!—®% das Wellenfeld; 
sie transformieren sich nach der irreduziblen Darstellung Do,o der 


&,t, Kovarianz beziiglich 2, erzeugt die Relation S a‘+% = al—%, 
Sai—% = al+, Ausreduktion nach S und damit eo ipso nach & 
hiefert einen echten Skalar beziiglich der £,, namlich 

Aes a Diet eas) (10.1) 


der sich offensichtlich nach der irreduziblen Darstellung Do, der 24° 
transformiert, mit der Spiegelungstransformation 


SA =-+A (10.2) 
und eine skalare Dichte beziiglich der 2,, namlich 
Ava OF ia ge) (10.3) 


die sich offensichtlich ebenfalls nach der irreduziblen Darstellung Do, o 
der 2,* transformiert, aber mit der Spiegelungstransformation 

SAY = = (10.4) 
Der skalaren Dichte A’ ist ein total antisymmetrischer Tensor vierter 
Stufe, kurz Pseudoskalar genannt, aquivalent: 


Ad piel’ (10.5)24 
Damit lauten die zu (8.1) aquivalenten Wellengleichungen: 
( —«2)A=0 | 


2 10.6) inv. 
(Lass K*) A geimn} =—=() | ( 0 6) Inv bi 
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Nach Pau i-WeEIsskopF und nach Kemmer kann man definieren: 
Orn JAl == pe 18), 
O, Aginn = Damn | 
womit man statt (10.6) schreiben kann: 
18 = Te AM | 
Ox Bamn, — 91 Bonnry + Om Benkt, — On Benim) = Agia | 
Es bestehen dabei die Aquivalenzbeziehungen: (10.6) ~ (10.7) + (10.8) ~ 
~™ (8.2) + (8.3) ~ (8.1). 
Die beiden bisher in der Literatur diskutierten Falle des skalaren 
und des pseudoskalaren Teilchens erhalt man aus unseren Ansatzen 


(8.1) ~ (8.2) + (8.3) ~ (10.6) ~ (10.7) + (10.8) als Sonderfalle. 
Fiir das skalare Feld hat man als Zusatzbedingung 


(10.7) inv. 2, 


(10:8) inves &, 


Ain = 0 (10.9) inv. &, 
zu setzen. Damit reduziert sich (10.6) zu 
(O —«?)A=0 (LO:10)sinv,, <<, 
' In (10.7) wird mit (10.9) 
Bin =O (OT emvecs, 
| und daher reduziert sich (10.7) + (10.8) auf die Gln. 
i ee (10.12) inv. g, 


das sind die bekannten Gleichungen von PauLi-WEIssxKopF. In Spinor- 
schreibweise lautet die Zusatzbedingung (10.9): 

go) Sg Oa eA (10.13) inv. &, 
Damit reduziert sich (8.1) zu 
(O—n\ut)=0 (10.14) inv. &, 
wobei offensichtlich die Identitéat (10.14) = (10.10) besteht. Aus 
(8.2) + (8.3) erhalt man mit der Zusatzbedingung (10.13): 


Su = tel (lOtS)\yinve = 2, 
wobei aus (8.2) + (10.13) die Beziehung 
pr ep EE Saye (10.16) inv. &, 
folgt, und als weitere Gleichung 


ll ed a a (10.17) inv. &, 
Offensichtlich sind folgende Gleichungssysteme dquivalent: (10.10) = 
(10.14) ~ (10.12) ~ (10.15) + (10.17). 
Analog laBt sich der pseudoskalare Sonderfall behandeln. Dieser er- 
gibt sich durch die Zusatzbedingung 
Aa (10.18) inv. &, 


Damit reduziert sich (10.6) zu 
(=k) Aan = 0 (10.19) inv. &, 
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In (10.7) wird mit (10.18) 
B= 0 (10.20) inv. &, 


und damit reduziert sich (10.7) + (10.8) auf 
OK Askin} — Ks Bamn 
Op Divan aa 0; Bisinni =): Gs Benn, ae On Beam, —— KG A geimn} 


was mit den bekannten Gleichungen von KEMMER iibereinstimmt. 
In Spinorschreibweise bedeutet (10.18)?4 


(10.21) inv. &, 


Aa ees as Yar) (ae Lee Id by tet (10.22) inv. 2f 
Damit reduziert sich (8.1) zu 
(O — x) u-) =0 (10.23) inv. \24 
was mit (10.19) aquivalent ist. Aus (8.2) + (8.3) folgt mit (10.22): 
pre Sap ao (10.24) inv. &4 
hee aie 8 5 
Sad os ea \ (10.25) inv. &, 


dy vy #= —Qiru | 


Offensichtlich sind folgende Gleichungssysteme aquivalent: (10.19) ~ 
~~ (10.21) ~ (10.23) ~ (10.25). 

Fiir s = 1 k6énnen wir das Wellenfeld durch die beiden Spinoren 
ae und qin beschreiben; sie transformieren sich nach der 
irreduziblen Darstellung Dy/2, 1/2 der 2,t, Kovarianz beziiglich 2, er- 
zeugt die Relation: S ee ae Sa ea Cae Nach S und 
damit eo ipso nach £, ausreduziert sind unsere beiden Spinoren 
einem Vierervektor A, und einem Pseudovektor A %,, dquivalent. Da- 
mit folgen aus (7.3) die Wellengleichungen 


(Q—«)A, =0 | 
).26) inv. 
(i) Agee 0 | (10.26) inv. &, 


und dazu aus (7.4) die notwendigen Nebenbedingungen™ 
An An =0 | 
Ofkimn} On A umn) == () 


Es besteht die Aquivalenz (7.3) + (7.4) ~ (10.26) + (10.27). Oder man 
geht von den Gln. (7.2) aus, wo den beiden symmetrischen Spinoren 
ae und al-,, die beiden  selbstdualen, antisymmetrischen 
Tensoren Gq) und Gq Aquivalent sind, wobei S G+) = Gl-0) 
und SG(~) =G(*!) ist. Damit lauten die zu (7.2) Aquivalenten 
Wellengleichungen: 


(10.27) inv. &, 


(G8 4) GO a) | 
(CF — #4) Meany = 0 


Man kann nun statt G) und G(-)) einen antisymmetrischen Tensor 
4, — auch Sechservektor genannt — einfiihren durch 


Pen = GOD ony 4 GE Nan (10.29) inv. BL 


(10.28) inv. &, 
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G+) (a) ae : i 

(ay — Gay = ry Oimny F anny (10.30) inv. 24 


wird und im wesentlichen denselben Sechservektor Fp darstellt. Da- 
mit erhalt man die mit (10.28) ~ (7.2) aquivalenten Wellengleichungen 
(el 7) Pe 0 (10.31) inv. 2, 
An Stelle von (10.26) + (10.27) ~ (10.28) kann man aber folgendes, auch 
mit (7.11) aquivalentes Gleichungssystem setzen: 
KF ay = (0, A; — 0; Ap) + Oy Aqua | 
On Fay = Kk A, ( (10.32) inv. BR 
Or I ink = Om Peg i Onde} == HA sam | 
Zusammenfassend haben wir folgende Aquivalenzbeziehungen: (7.2) ~ 
~ (7.3) + (7.4) ~ (7.11) ~ (10.26) + (10.27) ~ (10.28) ~ (10.31) ~ (10.32). 
Die bisher in der Literatur behandelten Falle von Teilchen mit 
Spin s = 1, namlich das Vektorteilchen und das Pseudovektorteilchen, 
erhalt man aus unseren Ansdtzen als Sonderfalle, wenn man durch Zu- 
satzbedingungen tiber das Transformationsverhalten der Wellenfunk- 
tionen gegen die rdumliche Spiegelung S verfiigt. 
Um die Vektortheorie zu erhalten, muB man als Zusatzbedingung 
Agim = 9 (10.33) inv. 2, 
einfiihren. Man erhalt damit aus (10.32) die Wellengleichungen 


KE ag = 0, Ay — pA, | 
OnE sa, =KA; | 


wobei die weitere Gleichung 


(10.34) inv. 2, 


n| — 


dx Vier. a Om aes oa An 1 Se ae ¢ Ofkimn} On — 0 
(10.35) inv. 2, 


als Identitat zwangslaufig als Folge von (10.34) erfiillt ist. 
Ebenso erhalt man mit der Zusatzbedingung 


A,=0 (10.36) inv. 2, 
aus (10.32) die Wellengleichungen der Pseudovektortheorie : 
K Fp =a Oy A gurt, | 


- * (10.37) inv. 2 
dp an oi On B {nk} aa 0, Rei SS IK A jin | ) : 
dabei ist 

Cpl 0 (10.38) inv. 2 
als notwendige Folge von (10.37) identisch erfiillt. 

Man kann aber fiir das Vektorteilchen an Stelle von (10.34) das da- 
mit 4quivalente System (10.31) + (10.35) setzen; ebenso ist der Ansatz 
(10.37) fiir das Pseudovektorteilchen mit dem System (10.31) + (10.38) 
aquivalent. 
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Mit den Gln. (10.34) ~ (10.31) + (10.35) ist auch noch folgender 
Ansatz fiir das Vektorteilchen aquivalent: 


7 K2 An — 0) f 
. as (10.39) inv. 23 
(10.39) folgt unmittelbar aus (10.26) + (10.27) mit der Zusatzbedingung 


(10.33)?°. 
Analog ist mit den Gln. (10.37) ~ (10.31) + (10.38) folgender An- 
satz fiir das Pseudovektorteilchen aquivalent: 


(io — Kk?) A trim = | 
Oskimn} On A grim} ==) 
(10.40) folgt unmittelbar aus (10.26) + (10.27) mit der Zusatzbedingung 
(10.36) 6. 
Man kann die Sonderfalle des vektoriellen und des pseudovek- 
toriellen Teilchens auch durch Spinorgleichungen beschreiben. In 


Spinorschreibweise lautet die Zusatzbedingung fiir das Vektorteilchen, 
Gl. (10.33): 


(10.40) inv. &, 


eG ee (10.41) inv. &, 


damit erhalt man aus (7.3) + (7.4) die (10.39) entsprechende Gleichung 
( — kx?) yt! — 0 | 

aul — 0 | 
Weiters erhalt man mit (10.41) aus (7.9) die (10.34) entsprechenden 
Gleichungen 


(10.42) inv. 2, 


Ony & aL @ ee cu | 

iy (+)A . A S\ UE: 

ats erie Hane (10.43) inv. 2, 
Oi ie a eg ae | 


wobel a“) und al-)),, symmetrische Spinoren sind. Oder man 
schreibt nach (7.11) mit der Zusatzbedingung (10.41) in symmetri- 
sierter Form: 


a git Dae te a"? Ao rey Ooh | 
ee ey EO eg (10.44) inv. &, 
Oar uit ee Ovas 1 OE ge 
Die tiberzahlige Gleichung, die gerade der Gl. (10.35) entspricht, 
Ony Atlan _ alt gi-l), — 0 (10.45) inv. & 


ist als notwendige Folge von (10.43) + (7.10) ~ (10.44) identisch er- 


fiillt. Weiters folgt notwendig aus (10.43) + (7.10) ~ (10.44) die Neben- 
bedingung 


a, ut 9 (10.46) inv. &, 
aus dem Gleichungssystem (10.42). Analog zur Tensorformulierung 


kann man das Vektorteilchen in aquivalenter Weise auch durch das 
Gleichungssystem (7.2) + (10.45) beschreiben. 


Zur Theorie relativistisch invarianter Spinwellengleichungen I 345, 


Zusammenfassend sind fiir das Vektorteilchen folgende aquivalente 
Ansatze méglich: (10.34) ~ (10.31) + (10.35) ~ (10.39) ~ (10.42) + 
+ (10.41) ~ (10.43) + (7.10) ~~ (10.44) ~ (7.2) + (10.45). 

Der Fall des Pseudovektorteilchens laBt sich ebenfalls durch Spinor- 
gleichungen beschreiben. Die Zusatzbedingung (10.36) lautet in Spinor- 
form: 


a ig) se eye (10.47) inv. 2, 
Damit erhalt man aus (7.3) + (7.4) die (10.40) entsprechenden Glei- 
chungen 


(T= ke?) a 80 | 
ar, wth BO | 
Aus (7.9) erhalt man mit (10.47) die (10.21) entsprechenden Gleichungen 


(10.48) inv. &, 


& j v7 ; ‘peal , ~ A 

a, hae EN stay eae NEE ay or y | 

Se sige | (10.49) inv. 24 
er ey 

Oar uw " Ss a’ ve 


wobei a(t)4* und a'-),, symmetrische Spinoren sind. Oder man 
schreibt nach (7.11) mit der Zusatzbedingung (10.47) in symmetri- 
sierter Form: 

(—)A 


Ory @ Wie) a es Bee Aas = Direw | 
ae, LG? hi ca 110,50) inv. 8, 
=) (—)i ee ae) 
On u Me + Duy U Mi SS AC 
Die iiberzahlige Gleichung 
Op ae tg ge 0) (10.51) inv. &, 


entspricht gerade der Gleichung (10.38) und ist als notwendige Folge 
von (10.49) + (7.10) ~ (10.50) identisch erfiillt. Weiters folgt not- 
wendig aus (10.49) + (7.10) ~ (10.50) die Nebenbedingung aus dem 
Gleichungssystem (10.48): 

ar, ur = 0 (10.52) inv. 2, 
Analog zur Tensorformulierung kann man das Pseudovektorteilchen 
in Aquivalenter Weise auch durch das Gleichungssystem (7.2) + (10.51) 


beschreiben. 

Zusammenfassend sind fiir das Pseudovektorteilchen folgende 
aquivalente Ansatze méglich: (10.37) ~ (10.31) + (10.38) ~ (10.40) ~ 
~~ (10.48) + (10.47) ~ (10.49) + (7.10) ~ (10.50) ~ (7.2) + (10.51). 


§ 11. Der Ansatz von Dirac und die Theorie von Pauli und Fierz 
és. (1) bis. (7;}) 
Drrac hat im Jahre 1936 den Versuch unternommen, Wellen- 
gleichungen fiir kraftefreie Teilchen beliebigen Spins zu formulieren. Da- 


bei erhalt er durch Betrachtung der Vertauschungsrelationen fiir den 
Spinoperator im relativistischen Fall — dieser hat als Sechservektor 
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Sik = — Snj neben den Komponenten S, = Soa) Sy = Say, Se ae 
noch die Komponenten S,’ = Sy4, Sy’ = Soq, Sz’ = Sg, — und deren 
Zusammenhang mit den mdglichen irreduziblen Darstellungen der 2° 
im wesentlichen unsere Gln. (6.2) + (6.3). Allerdings ist bei DirAc die 
Invarianz der Theorie gegen die volle LoRENTZ-Gruppe &, nicht ge- 
wahrleistet, sondern nur die Invarianz gegen die eigentliche LORENTZ- 
Gruppe 2,+, denn Dirac setzt entweder nur die Wellengleichungen fiir 
die beiden vollsymmetrischen Spinoren a‘+® und a‘t'@~)) oder aber 
nur fiir die beiden vollsymmetrischen Spinoren a‘~®) und a(~@~)) an; 
nach Drracs Verfahren zerfallt also unser gegen £&, invariantes System 
(6.2) + (6.3) in zwei unabhangige, im allgemeinen nur mehr gegen 2,7 
invariante Gleichungssysteme; Invarianz gegen die &, tritt — mehr 
nolens volens denn beabsichtigt — nur im Fall des Systems mit den voll- 
symmetrischen Spinoren a(t?) und a‘~"?) auf, also tiberhaupt nur 
bei halbzahligem s, 2s = 1(2). Formelmabig lassen sich die Glei- 
chungen Drracs wie folgt anschreiben: 


+ WTR paay Uh tuy, = ]) Gis... Sueom 

3 (1) ta Mar+- Hsvo_ (+O —)) Arte. -- sto 
uu s+Q Vs_Q4 1 Vy Vo - se Vs—O Vy Vo. ee Vs O41 
3 lls Lo %s—o41 4 (+ o= 1L)) pay fly. yy Se (+0) 4 bow-. fee 
DV oth aa ores V, Vo. 22 ee 

(11.1) inv. 23a 

wobei der Parameter Q = +s5,+s5—l1,...,—s4+ 2, s + 1 durch- 


laufen kann. Dariiber hinaus hat man bei der DirAcschen Arbeit, wie 
schon Frerz ausfiihrt, den Eindruck, als ob die angesetzten Systeme von 
Wellengleichungen fiir voneinander verschiedene Werte des Parameters Q 
inaquivalent waren, also das Spinverhalten im relativistisch invarianten 
Fall durch zwei Quantenparameter, naémlich s und Q, bestimmt sei; 
sowohl nach den Untersuchungen von Firrz als auch nach unseren Be- 
trachtungen in § 6 besteht eine Abhangigkeit der physikalischen Er- 
gebnisse im Falle kraftefreier Teilchen vom Quantenparameter Q nicht, 
weil alle méglichen Ansatze (6.2) + (6.3), die sich durch den Parameter Q 
unterscheiden, im kraftefreien Fall unabhangig von Q aquivalent sind. 
Der einzige Quantenparameter, der in die Endergebnisse der Theorie 
eingeht, ist die Spinquantenzahl s. Dieses Ergebnis bleibt auch erhalten, 
wenn man die Invarianz gegen &, zerstért und nur mehr die Invarianz 
gegen &,? wahrt. 

Die Fierzsche Behandlung geht von der Tatsache aus, daB alle von 
Dirac angesetzten Wellengleichungen fiir den Spin s im kraftefreien Fall 
aquivalent sind, unabhangig vom Parameter Q. Fierz trifft nun unter 
den méglichen Ansitzen zum Spin s eine Auswahl, derart, daB er im 
Falle halbzahligen Spins s, 2s =1(2), die zu den irreduziblen Dar- 
stellungen Diese: 1/2)/2, (s—1/2)/2 und D(s—1/2)/2, (s +1/2)/2 der ise gehorigen, 
vollsymmetrischen Spinoren a{*¥?) und a‘) verwendet; man 
erreicht dies, wenn man als Wellengleichungen den Drracschen Ansatz 
(11.1) verwendet und fiir den Parameter Q = 1/2 einsetzt. Durch diese 
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spezielle Auswahl unter den méglichen Wellengleichungen vom Typ 
(11.1) erreicht man Invarianz gegen die volle Lorentz-Gruppe &j. 

Bei der Behandlung der Felder zu ganzzahligem Spin s, 2s = 0(2), 
umgeht Frerz tiberhaupt die Verwendung von Spinoren mit der Be- 
griindung, der Spinorkalkiil sei einer Tensorformulierung gegeniiber 
viel schwerfalliger; nach Ansicht des Verfassers ist hingegen im allge- 
meinen Fall gerade die spinorielle Schreibweise zweckmaBiger und 
eleganter (vgl. § 8). Frerz unterscheidet damit schon in der klassisch- 
feldtheoretischen Behandlung der Spinwellenfelder grundsatzlich zwi- 
schen Feldern zu halbzahligem oder zu ganzzahligem Spin; solange man 
die Spinwellenfelder nur klassisch behandelt, ist aber die grundsatzliche 
Unterscheidung dieser beiden Falle, im Ansatz der Wellengleichungen 
bereits vorgenommen, nicht notwendig, ja nach Ansicht des Verfassers 
sogar unzweckmaBig und umstandlich. Der prinzipielle Unterschied 
zwischen halb- und ganzzahligem Spin tritt erst bei der Quantisierung 
durch die Verwendung der FERMiI-D1rac-Statistik fiir 2 s = 1(2) einer- 
seits, hingegen der Bose-EINSTEIN-Statistik fiir 2s = 0(2) anderer- 
seits auf. 

Im Falle kraftefreier Teilchen mit ganzzahligem Spins > 0, 2s = 0(2), 
setzt FIERz folgende Wellengleichungen an: 


E ag ae 


@,,, 16 
Up {Ug Uy} [Uy Uy. Us| A er 


0 


] 
Ug a [eg aro «Wel Ou, - Cae Bees F {thy Uy) [Uy Ug... Us| 
CLI einve 


Dabei ist der Tensor A [uu ue] in allen Indexpaaren [ux, wy |sym- 
te aR 


metrisch und spurfrei. Er gehért zur irreduziblen Darstellung Dy, 5/2 

der 2, und spannt einen gegen die {, invarianten Teilraum Rey Gy 
7 zy ig 

des Darstellungsraumes 41) (41) QD R41) 412) = Ris+1)(s41) 

i) HG 4) (41) Zur irreduziblen Darstellung Dye, y2 ® Ds, s/2 

der 2, auf. In Spinorformulierung entspricht dies dem Ansatz: 


i (+ 0) fy fy--- Ms ae (— 0) fy fg--- fs aay (+) fy Ha.-- Ms 


Vy Pos ve Vs Vy Vo... Vs Vi Vpete ae 


(11.8) inv. &, 


Die andere Méglichkeit 
Be (+ 0) Hy fg. ++ Ms . (— 0) fy fg. -- Hs _ 7 (2) Vane «ies 
Var Varun. Pe Se ee PV vecmeenYs 
(LEA) itavan 5 
die zu dem ebenfalls gegen 2, invarianten Teilraum Ria (sh) €e- 
hért, wird im Ansatz von Frerz nicht behandelt; solange man nur 
kraftefreie Teilchen betrachtet, bringt die Unterscheidung dieser beiden 
Falle keine wesentlich verschiedenen Ergebnisse, setzt man aber Wechsel- 
wirkungen in Rechnung, dann treten prinzipielle Unterschiede zwischen 
den beiden Moglichkeiten, den Ansatz zu treffen, auf (vgl. etwa den 
Unterschied zwischen Vektor- und Pseudovektorteilchen bei KEMMER). 
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Der Tensor I* ist in allen Indexpaaren [wx, wy}, 


{Up Uy} [Uz Ug... Us| 
DEES onset, Sy eo me s} symmetrisch und spurfrei, in {Up, U4} 
antisymmetrisch und in (%, #x) und (,, wx), X € {2,3,..., s} spurfrei. 
Diese Eigenschaften sind durch die Wellengleichungen (11.2) und die 


Symmetrie- und Spurbedingungen des Tensors A [Uy My. - Us] zwingend 


festgelegt. Daher gehért er zum Darstellungsraum ¥is+2)s © Rs (s+2) 
der irreduziblen Darstellung Dis+1)/2, (s—1y2. PD Dis—12, (s+-12 der 24. An 
Nebenbedingungen erhalt man aus (11.2): 


CORAM ne sece ne (11.5) inv. & 


was mit (5.6) fir Q = + 0 unter Beachtung der Zusatzbedingung (11.3) 
aquivalent ist und sich als 

Reta ts Meee ee (11.6) inv. & 
ls Ve Vanes Be 

in Spinorschreibweise formulieren laBt. Als Zusatzbedingung fiir F 
folgt 


0, F {Im} [Us Us... Us] + Oy, F {mk} [Uy Ug... Us] 1 
+ Oy F seh [a a el 8 LL) 


(11.7) ist nichts anderes als ein Ausdruck fiir die Zusatzbedingung 
(11.3), die bewirkt, daB der Pseudovektor, der (11.4) entspricht, identisch 
verschwindet. Durch (11.7) kommt zum Ausdruck, daB der Tensor 
als ,,Rotation’ des Tensors A darstellbar ist, wie es die Wellen- 
gleichungen (11.2) vorschreiben. Der Firerzsche Ansatz. (11.2) ist 
mit unseren Wellengleichungen (6.2) + (6.5) fiir den Wert Q =0 
unter der Bedingung aquivalent, da8B man zu den Wellengleichungen 
(6.2) + (6.5) noch die Zusatzbedingung (11.3) hinzufiigt. 

In Spinorform umgeschrieben lauten die Frerzschen Wellen- 
gleichungen (11.2) nach (6.2) + (6.5) unter Verwendung der Zusatz- 
bedingung (11.3) fiir vollsymmetrische Spinoren: 


3 oe 1) fy fig» «s+ i, [As Ms-1 (1) fafa.» Bs—1__ 
Mst1 Vs Vy Vo.--Vs—1 Vy Vo-..- Vsty 
‘ +) u, U u 
ie eae ) Hise Fe hate. rs 
Vy Vo Vs (11.8) 
“Ete Tee tie. Peel ea eee inv. & 
an yi ) Py Me Ler) ) 4 Be Ms—1 4 
Wis Ds ai Vy Vena. Vi Rainiueetel 


glist 1 Vs este fly My. +» fs (+ 1) fy Mig. - Msp 
eases Vi Voxae Dect 
die weitere Gleichung 
2. . (Stal) erie ete - alts Mott ae Neri eee rs 
fs41 Ys Vy V5 Ved V1 Voges Veta 
(11.9) inv." 


——w @) 
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ist eine andere Ausdrucksweise fiir die Zusatzbedingung (11.3) und als 
Folge von (11.8) identisch erfiillt; es ist (11.9) ~ (11.7). 

Fiir den einfachsten Fall s = 1 geht der Ansatz (11.2) ~ (11.8) 
die bekannten Proca-Gleichungen des Vektorteilchens (10. ees toi 43) 
liber; die Zusatzbedingung (11.3) geht in (10.41), (11.7) ~ (11.9) in 
(10.38) ~ (10.45), (11.5) ~ (11.6) in (a, A, = 0) ~ (0; ute = 0) 
liber. Die bei Fierz nicht diskutierte Zusatzbedingung (11.4) fiihrt fiir 
s = 1 auf (10.47), die Zusatzbedingung fiir den pseudovektoriellen Fall. 


Herrn Professor Dr. H. HONL, Freiburg (Breisgau), danke ich herz- 
lichst fiir sein reges, forderndes Interesse und fiir wertvolle, anregende 
Diskussionen; weiterhin méchte ich Herrn Doz. Dr. H. SALECKER, 
Stuttgart, fiir wertvolle und interessante Diskussionen herzlichst danken. 

Weiterer Dank gebiihrt dem Kultministerium des Landes Baden- 
Wiirttemberg in Stuttgart, das durch finanzielle Hilfe die Durchfiihrung 
vorliegender Arbeit erméglichte. 
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Anmerkungen 


Halbganze Zahlen sind N/2, wo N = 0,1, 2,.... 

Siehe Literatur unter [1] bis [36] und [63], [64]. 

Als punktf6rmig soll das Teilchen schematisiert sein, solange wir es im Sinne 
einer rein klassischen Feldtheorie behandeln und auch noch nach deren Quanti- 
sierung; die ,,Verschmierung’ des Teilchens in der durch Renormierung er- 
weiterten quantisierten Theorie wird davon nicht betroffen, wenn wir von ,,punkt- 
formigen“ Teilchen sprechen. 

4 Siehe das Protokoll eines von H. SALECKER, Stuttgart, am Institut fiir 
theoretische Physik der Universitat Freiburg (Breisgau) veranstalteten Seminars 
uber Quantenfeldtheorien [49]. 

® Wir beniitzen als Koordinaten im vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum 
a eo 0) eels) A bkirzungssyimbole steht sy —"0/Ox,50 termer sist 
kK = mc/h eine reelle Konstante, und zwar offensichtlich der Reziprokwert der 

-Compton-Wellenlange unseres Teilchens, das unserem Wellenfeld entspricht und 
die Ruhmasse m besitzt. 

8 Nach der Quantenmechanik besteht bekanntlich die Operatorzuordnung zu 
den klassischen GréBen in der SCHRODINGER-Darstellung (s. z. B. [86], [38], 
[46], [47], [50], [62]): p >zhgrad, E > —indjot; setzt man dies in die Be- 
ziehung (1.2) fiir die klassischen Gr6Ben ein, dann folgt als quantenmechanische 
Formulierung der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung die Gl. (1.1). 

7 Eigentliche Lorentz-Transformationen sind alle die LoREN?Tz-Transforma- 
tionen, deren Koeffizientendeterminante den Wert + 1 besitzt. 

8 Eine lineare Transformation hei8t unimodular, wenn die lKoeffizienten- 
determinante der darstellenden Matrix T, |T| = + 1 ist. 

9 Q,+ ist isomorph zur Faktorgruppe ¢,/h, wobei der Normalteiler }) der cy 
aus den beiden Elementen + e und — e besteht, wenn e das Einselement der c, 
bezeichnet; daher ist nach dem Homomorphiesatz der Gruppentheorie 2,+ zwei- 
eindeutig homomorph der ¢y. 

10 Nach dem Invariantentheoretischen Satz von GRAM kann man jedes in- 
variante Gleichungssystem beziiglich einer Transformationsgruppe durch Null- 
setzen von Kovarianten formulieren; beziiglich der 2,+ und ¢, sind Spinoren 
Kovarianten und es werden auch alle Kovarianten durch Spinoren erfaft. 

11D, ist isomorph zur Faktorgruppe u,/h, wobei der Normalteiler } von u, wieder- 
um aus den Elementen + e und — e besteht, wenn ¢ das Einselement der u, be- 
zeichnet; daher ist nach dem Homomorphiesatz der Gruppentheorie D3 zwei- 
eindeutig homomorph der upg. 
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12 Die Produktdarstellung aus unitaren Darstellungen ist wieder notwendig 
unitar. 

18 Da die beiden Darstellungsraume R’(941) und R”(g41), die bei der raum- 
lichen Spiegelung S ihre Rollen vertauschen, zur selben irreduziblen Darstellung 
Ug/2 der d; gehdren, ist eine Folge der Vertauschbarkeit jeder raumlichen Drehung 
DEQ mit der raumlichen Spiegelung S, naémlich: DS = SD. 

18a Wegen der Vertauschbarkeit jeder raumlichen Drehung DED, mit der 


raumlichen Spiegelung S ist allgemein immer R’(9.1) © (941) wieder der ge- 
samte Darstellungsraum R41) ® R’(41) zur irreduziblen Darstellung Ug/2 @ 
Uo/2 derDs, wenn R’ “+ rund R” (Q+1) zwei linear unabhangige Linear kombinationen 


von R941) und R941) sind; R41) und RO +1) sind Unterraume, die in- 
variante Darstellungsraume zur irreduziblen Darstellung Ug/2 der dg sind. 

144 Teilchen mit verschwindender Ruhmasse m = 0 miissen gesondert behandelt 
werden; dies riihrt daher, daB sie sich stets mit Lichtgeschwindigkeit ¢ bewegen 
und daher eine Lorentz-Transtformation in das Ruhsystem des Teilchens un- 
moglich ist, wahrend man die Bewegung von Teilchen mit endlicher Ruhmasse 
stets nach einer geeigneten LorENtz-Transformation im Ruhsystem des Teilchens 
beschreiben kann. Diese Tatsache begriindet einen grundsatzlichen Unterschied 
zwischen der Behandlung von Teilchen mit verschwindender und Teilchen mit 
endlicher, nicht verschwindender Ruhmasse (vgl. [2}). 

/ 


1S Die Annahme, da die d; in Res+1) eine vollreduzible Transformations- 
gruppe induziert, wiirde nicht die Richtungsquantelung des Spins s in die 2s + 1 
Einstellméglichkeiten beziiglich einer vorgegebenen Raumrichtung beschreiben, 
wie wir es aus der Erfahrung mit Spin- und analog zu behandelnden Bahndreh- 
impulsen zu erwarten haben; da man Spin- und Bahndrehimpulse in ganz 
analoger Weise beschreibt ist ja eine naheliegende Annahme (vgl. [46], S. 142 f.). 
Die bekannten Uberlegungen zu diesem Punkt fiir den Sonderfall des Spins 1/2 
lassen sich leicht auf den allgemeineren Fall beliebigen halbganzen Spins erweitern, 


lf 
so daB die Dg in Res+1) eine irreduzible Transformationsgruppe induzieren muB, 
namlich die irreduzible Darstellung Us der dD, (vgl. etwa [47], Kap. VII, §§ 8, 9). 
§ A(z) bezeichnet einen Operator der alternierenden Gruppe YW, von drei 


Elementen. 


” Eine explizite Darstellung durch hermitesche Matrizen mit 2s + 1 Zeilen 


und Spalten lautet: 


Ps ) = Dp —= TT ae Lee eS 2 LE 
aj"? =| (P21) Gs — RP) os ae | Berm a) ae 
P,Q oe 
og = — i | (P21) QsSP) 68 Sees Pere Pay en 
Gs” = (C= Plo! 
Zellenindexas Pas (0)alie) eaten iG. Spaltenindex” QO — 0) 1) 2)5.5, 2355) wie = mac 


leicht nachrechnet, erfiillen unsere Matrizen die Beziehung: 
> 
(0)? = (05) + (65)? + (05)? = s(s + IE 
mit & = Einheitsmatrix vom Rang 2s + 1 (vgl. [9]). 

18 Diesé Darstellungseigenschaften lassen sich leicht an einfachen Fallen ver- 
anschaulichen: D1/2, 1/2 ist die irreduzible und natiirlich eindeutige Darstellung der 
eigentlichen Lorentz- Gruppe 24+ durch sich selbst. Die Ausreduktion (5.3) der 

10) 
me Mi und a‘ Os und ihrer Darstellungsraume nach 03, bzw. 
sogar der vollen LORENTz-Gruppe 2, und deren invarianten Darstellungsraumen 


beiden Spinoren a 
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liefert einen Vierervektor A, und einen Pseudovektor A skim}, wobei Ay dem 
ae A gry, dem Spinor ule entspricht. Doo ist die irreduzible Dar- 
stellung der £,+ durch skalare GréBen; die Ausreduktion der beiden spinoriellen 
Skalare a(+° und a(—®), die beziiglich der 2,+ skalare GréGBen sind und fiir die 
S al+9) = al—9), S al—9) = al+9), nach der ©, und sogar der Q, liefert in bezug 
aut die volle LorENtz-Gruppe &, eine skalare GroRe, namlich 


Spinor u 


1 1 
a+) = ie: (a(+9%) + a{—9%)), und einen Pseudoskalar u(—) = ts: 
He 


wofiir offensichtlich gilt: S u(+) = + u(+) 


(a+ — a(-9), 


— Hh) = = Hh), 
19 Diese bemerkenswerte Tatsache, die sich ohne Schwierigkeiten aus der Dar- 
Stellungstheorie der 2, = 24+ + S 2,+ notwendig ergibt vermége der Homo- 
morphie c, ~ &,+, wurde in bisherigen Arbeiten, in denen Wellenfelder von Teilchen 
mit ganzzahligen Spins, 2s =0(2), durch Spinorfelder beschrieben werden 
({1}, [5]) nicht beriicksichtigt; man beschreibt das Spinwellenfeld getrost durch 

, Dy te wsotilts Reet 
einen Spinor vom Typ u (+) ee iS a der gegen die raumliche Spiegelung S 
1 Qeee S 

invariant sein soll, der also zum Spiegelungscharakter + 1 gehért. Die SpinorgréBe 
i=) [Mans 


ae me die bei raumlicher Spiegelung S das Vorzeichen wechselt, also 
t Qe: Ss 


U 


zum Spiegelungscharakter — 1 gehdrt, wird ohne Begriindung vernachlassigt 
und gleich Null gesetzt; dadurch verliert man aber die Ansatze zum Spiegelungs- 
charakter — 1, die ebenso wie die GroBen zum Spiegelungscharakter + 1 ihre 
Bedeutung und Berechtigung haben. Durch diese vollig willkiirliche Einschrankung, 
die man durch die Zusatzbedingung wu\—) = 0 mathematisch formulieren kann, 
wird einerseits die mathematische Allgemeinheit des Ansatzes schon bei der Be- 
handlung von Wellenfeldern kraftefreier Spinteilchen eingeschrankt, wenn dadurch 
auch noch keine physikalischen Folgerungen fiir kraftefreie Spinteilchen ent- 
springen, andererseits verliert man, was fiir den Physiker sehr bedenklich ist, in 
physikalischer Hinsicht wichtige Folgerungen aus der Theorie, sobald man ver- 
allgemeinernd zur Behandlung von Wellenfeldern fiir Spinteilchen unter dem Fin- 
fluB von Kraften wbergeht. 

20 Vel. etwa [2] und [8] im Gegensatz zu [1]; unser Ergebnis stimmt mit dem 
Ergebnis von Frerz nach [2] und dem vom Verfasser bereits veréffentlichten 
Resultat nach [8] iberein. 

21 Vel. hierzu folgende Arbeiten: [2], [3], [9] und [81]. 

22 Man setze zu diesem Ende: 


Q) dogg (ye ste i a Q ¢ é i © 
nm — = = : ,eo= 

No 0 gia sie il (Weyl tu = il 
| ee ree 

die bekannten Paurischen Matrizen sind, o4 = 1 0 ting = IB 
23 Die Menge unserer zulassigen Bezugssysteme im Raum-Zeit-Kontinuum , 
mit den Koordinaten 7%,, %, ¥3, %, sei R; dabei gibt es fiir zwei Bezugssysteme 
KES und K’EK immer eine Lorentz-Transformation LE £4, so daB — sym- 
bolisch geschrieben — K’ = L K, also K durch L in k’ iibergefiihrt wird; aber es 
gibt ebenso zu KE K und jeder Lorentz-Transformation LE 2, en AK’ = LK 
derart, daB notwendig K’e § ist: man schreibt symbolisch 2, K = RK. Wir unter- 
teilen nun R = RK, + Ky in zwei fremde Untermengen derart, daB 2,+ R, = K,, 
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Qt Ky = K, und SK, = Ky SK = &,. Dann kénnen wir den Tensor von 
Levi-Civita bekanntlich wie folgt definieren: 


Q sonst 


4+ 1 wenn (k, 1, m,n”) = y+ (1, 2, 3, 4) | 
Ofkimny = \— 1 wenn (k,1,m, 2) = $B, (1, 2, 3, 4) | in R, 
0 sonst 
— 1 wenn (k,l, m,n) = $%,* (1, 2, 3, 4) 
Ofkimny = i 1 wenn (k,/, m,n) = 3%, (1, 2, 3, 4) in RK, 


Unser Tensor ist offensichtlich gegen Transformationen der £,+ numerisch in- 
variant, bei raumlicher Spiegelung Andert sich nur das Vorzeichen. In der Defini- 
tion bedeutet §8,* einen Operator der alternierenden Gruppe Yl, von vier Elementen, 
§8,- einen Operator derjenigen Nebengruppe J YM, von A,, die die W, zur symme- 
trischen Permutationsgruppe G, = %, + 7 AU, von vier Elementen erganzt, oder, 
anders ausgedriickt, J$,+ (1, 2, 3, 4) ist eime gerade, SB, (1, 2, 3, 4) eine ungerade 
Permutation der vier Elemente (1, 2, 3, 4). 
Fiir Oskimn gelten folgende Formeln: 


Osklmn} Ofhuvw} = Olu Ome Onw + OW Omw Onu + Olw Omu Onv — 
— Oly Omu Onw — Olu Omw Onv — Ow Omo Onu 
Ofkimn} Oa = 2 {Omu Onv — Omv Onu} 
Otkimn} Ofkimn} = 6 0Onw 
i a : Le hitea 0 
wobei dag, der bekannte IKRONECKERSCche Tensor ist, dap = 4 , dem | 
Oftira #b | 


bei 2, numerisch invariant bleibt. 
4 Arkimn, ist eine pseudoskalare Dichte vom Gewicht 1 und wie folgt definiert: 


+1 wenn (k,1,m,n) = 34+ (1, 2, 3, 4) | 
Attimny =) — 1 wenn (zk, loa, n) — “Brawl, 2,3, 4) 
0 sonst J 
Unsere Definition ist invariant und sogar numerisch invariant gegen Trans- 
formationen der vollen LorENtz-Gruppe 2, (vgl. FuBnote 7°, S. 358). 
© Man erhalt aus (10.34) unmittelbar (10.39) durch Elimination von Fx; 
aus der zweiten der Gln. (10.34) folgt durch Differentiation nach @; als Identitat 
notwendige Bedingung: 
o Al = K +0; 0; Fon = 0 
wegen der Antisymmetrie von Fey = — Fup. 
Eliminiert man nun Fy aus (10.34), dann folgt wegen 0; 4; = 0: 
On O7 Ai — On 0; Ap = 0 A; — O; (Op Ax) =O A; = KP? A]. 
26 Man erhalt aus (10.37) unmittelbar (10.40) durch Elimination von Fry 5 aus 


der zweiten der Gln. (10.37) folgt durch geeignete Differentiation als Identitat 
die notwendige Bedingung: 


Onn On A tkim; = 0. 
Damit folgt bei der Elmination von Fry, aus (10.37) : 


Ox Ou A twmn} + Om Ou A funk} + On Ou A tukm) == el A tkmn} = KA (kmn} - 


Zur Theorie relativistisch invarianter Spinwellen- 
gleichungen II 


Von 


Hermann Donnert 


Institut fiir theoretische Physik der Universitat Freiburg (Breisgau)* 


(Eingegangen am 11. September 1956) 


§ 12. Méthode de Fusion 

(Siehe [10] bis [16], [22] bis [30])** 

Dr Broc Lik hat mit seiner Méthode de Fusion ein Verfahren ange- 
_ geben, wie man durch Verschmelzung von Teilchen mit s = 1/2 zu 
Teilchen mit héherem Spin gelangen kann. Man erhalt nach der Methode 
von DE BROGLIE ein Teilchen vom Spin s, indem man 2 s gleichartige, 
punktférmige Teilchen vom Spin 1/2 durch sehr starke Bindungskrafte 
in einem Raum-Zeit-Punkt vereinigt, so daB ein stabiles System ent- 
steht. Dabei kénnen sich die 2s Spinmomente vom Wert 1/2 teils 
parallel, teils antiparallel zusammensetzen; fiir unser neu,,gebildetes'‘ 
|lj2-eftix vs 1(2) 
| oe fares = 08) 
moglich. Das Verschmelzungsverfahren bildet sich auf die den Teilchen 
entsprechenden Wellenfelder ab. Im Transformationsverhalten von 2 s 
verschmolzenen Spin-1/2-Teilchen auBert sich dies in folgender Weise: 
Die Wellenfunktionen des Spin-1/2-Teilchens transformieren sich nach 
der Summe der irreduziblen Darstellungen Dyj2,9 und Do,1j2 der L,*, 
also nach der irreduziblen Darstellung D120 © Doi der 24; im 
unrelativistischen Grenzfall geht dies bekanntlich in die irreduziblen 
Darstellungen Uy und Uy der d3, bzw. Wij2 OB Wi der Og tiber. Setzt 
‘ man nun 2s derartige Felder zum Spin 1/2 zusammen, dann bewirkt 
' die Zusammensetzung der 2s Spins vom Wert 1/2 eine Transformation 
der resultierenden Wellenfunktion nach einer 2 s-fachen KRONECKER- 
schen Produkttransformation 


Teilchen sind daher die Spinwerte s,s — 1, s — 2, ..., 


V8 
(Up ® Usp)*2> = >" @2a, x IM a (12.1) 
R=0 


: Derzeitige Anschrift: Dr. HERMANN J. DoNNERT, CWL., Rad. Div., Army 


Chemical Center, Edgewood, Md., USA. 
** Literatur siehe Teil I: Acta Phys. Austr. 11, 321 (1957). 
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wo Z=s fir 2s=0(2), Z=s—1/2 tir 2s=1(2) ist. Die Age 
reduktion nach (12.1) zu einer Summe von irreduziblen Bestandteilen 
der Kroneckerschen Produktdarstellung ist immer méglich; man er- 
halt damit eine Aufspaltung der nach den verschiedenen méglichen 
Spinwerten des Systems. Die ganzzahligen Koeffizienten a, p, die ane | 
geben wie oft die irreduzible Darstellung U,_ xr ® U;— Rr der O, in der 
Produktdarstellung (12.1) enthalten ist, sind in jedem Fall zu ermitteln. 
Aus den Darstellungseigenschaften sieht man leicht, daB jedes U;—p 
mit geradzahliger Multiplizitat auftritt, der Faktor 2 innerhalb des 
Summenzeichens in (12.1) also berechtigt ist; weiters sind alle «9 #0 | 
fiir Q —0,1,2,...,Z, so daB die zum Spin s — Q gehérige irreduzible | 
Darstellung U,— xr @ Us— Rr mindestens einmal vorkommt, fiir jeden der | 
moglichen Werte R = 0,1, 2,...,Z; imsbesondere kommt auch die 
zum Spin s gehérige irreduzible Darstellung der ©; mindestens ein- | 
mal vor. 

Im Fall der relativistisch invarianten Behandlung bewirkt die Zu- 
sammensetzung der 2s Spins vom Wert 1/2 ebenfalls eine Transforma- | 
tion der resultierenden Wellenfunktion nach einer KRONECKERschen 
Produkttransformation, namlich 

(Dijo,0 B Do, 12) * > = (12.2) 4 

Zz Y 
So = @ Oy ® Bs,r,0 (Dis +o—Ry2, (s—E—R/2 D Dis—e—Ryp2, (s +@ —Ry/2) 
R=0 Q=s—R 

wobei fiir 2s=0(2) Z=s und Y=0, ftir 2s=1(22) Z=s— iz 
und -Y = 1/2 ist; die Summationsparameter sind RK = 0, 1/2... 332m} 
Q=s—R,s—R—1,s—R—2.,..., Y. Die Ausreduktion der | 
KRONECKERschen Produktdarstellung nach (12.2) in eine in eine Summe 
von irreduziblen Darstellungen der £, ist immer méglich. Die ganz- 
zahligen Koeffizienten £, x9 sind in jedem Fall zu ermitteln. Aus den 
Darstellungseigenschaften sieht man leicht, daB alle £,r9 40 sind, 
so daf§ jede der irreduziblen Darstellungen der £,, die in (12.2) als 
Summanden auftreten, mindestens einmal vorkommt. Insbesondere 
treten auch alle zum Spin s gehdérigen irreduziblen Darstellungen der &, | 
mindestens einmal auf; leicht zu sehen ist auch, daB ~, 9, = 1 ist, | 
die irreduzible Darstellung D,9 © Do,, der L, tritt also genau einmal | 
auf. Zwischen den Koeffizienten £,r,9 in (12.1) und a, in (12.1) 
besteht die Beziehung: 


y 


Xs, R Ei ieB has (12.3) } 
Q=s—R 

Wahrend wir in unseren bisherigen Uberlegungen schon von den zu 
irreduziblen Darstellungen der £,*, bzw. 2, gehérigen Spinoren, die 
vollsymmetrisch sind, ausgingen, erhalt man durch (12.2) zu kompli- 
zierten Produktdarstellungen der £,+, bzw. 2, gehdrige Spinoren, die 
iiberhaupt keine Symmetrieeigenschaften aufweisen; um die zu einem 
festen Spinwert s gehérigen vollsymmetrischen Feldspinoren, die sich 


Se 
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| nach einer irreduziblen Darstellung der 2,+, bzw. 2, transformieren, 


zu erhalten, muB man erst die Produktdarstellung nach (12.2) in die 


» irreduziblen Bestandteile ausreduzieren. Diese Ausreduktion liuft auf 
» eine Bestimmung der Koeffizienten B.r,o hinaus, die im allgemeinen 
_ Fall sehr umstandlich und miihsam ist. 


DE Broc.iks Vorschrift geht aber noch weiter; er gibt ein Ver- 
fahren an, wie man nicht blo® die Transformationseigenschaften der 
Wellenfunktion zu Spin s erhalt — darin ware DE BroGLies Methode 


) unseren Uberlegungen, die im wesentlichen auch schon von Dirac und 


FIERz herangezogen wurde, weit unterlegen —, sondern es enthalt auch 


» eine Vorschrift, wie man die zugehérigen Wellengleichungen zu kon- 
» struieren habe. DE BRoGLie geht dabei von der Drrac-Gleichung fiir 


kraftefreie Teilchen mit Spin 1/2 in der Form 
(Yn On + kK) yp =0 (12.4) inv. &, 


_ aus, wobei y eine Spaltenmatrix mit 4 Zeilen ist, die hyperkomplexen 


Gr6Ben y, sind Matrizen vom Rang 4, die die bekannten Vertauschungs- 
relationen 
VmnyYn + Vn Yn = 2 Orn Jah (12.5) 


4 befriedigen, wo E die Einheitsmatrix vom Rang 4 und 6,,, der 


KRONECKERSche Tensor ist. Nach DE BROGLIE gehért zur Ver- 
schmelzungsstufe 2s, die unter anderem auch Felder von Teilchen 
mit Spin s beschreibt, eine Wellengleichung vom Typ der Drrac- 
Gleichung, namlich 

(1, e, +x) M=0 (12.6) inv. 2, 
dabei ist Y eine Spaltenmatrix mit 4% Zeilen, die GrdéBen J', sind 
Matrizen mit 475 Zeilen und Spalten; die J’, sind aus den y, nach folgen- 


- der Vorschrift zu bilden: 


petite OO xo Xx Ea By XK BSCE oR Es 
Ba eX Ee ee ey en) 


wobei jeder der 2 s Summanden ein 2 s-faches KRONECKER-Produkt ist, 

in dem 2s — 1 mal die Matrix & und einmal die Matrix y, als Faktor 

auftritt; die 2s Summanden sind weiterhin so gebaut, daB der Faktor 

y» an jeder der moglichen Stellen ein- und nur einmal auftritt. Die 

Gl. (12.6) beschreibt aber neben Teilchen mit Spin s auch noch Teilchen 
; : fij2 Nit 2 Sei(2) : 

mit Spinwerten s —1,s— 2,..., 0 fir 2s5=0(2)’ daher mub 


(12.6) noch nach den irreduziblen Bestandteilen ausreduziert werden, 
indem man Y nach Komponenten entwickelt, die bei der 2,* oder der 
2, irreduzible Transformationsgruppen erleiden; dies kann man immer 
durch eine unitare Transformation von Y und J}, erreichen, bei der die 
I, zudem vollreduzibel sind. 

Mit dem verwickelten Problem der Ausreduktion von WY und I’, 
nach den irreduziblen Bestandteilen der Produktdarstellung (12.2) 
haben sich schon mehrere Autoren befabt. 
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Im folgenden soll aber ein gewichtiges Argument gegen das Ver- | 
fahren von DE Brociie diskutiert werden. Die Konstruktion der | 
Matrizen [, nach (12.7) liefert noch nicht alle Méglichkeiten, physi- 
kalisch verniinftige Wellengleichungen zum Spin s aufzubauen, die 
gegen Transformationen der 2, invariant sind und die die Giiltigkeit 
des Energiesatzes garantieren; z. B. sind unsere Wellengleichungen 
(6.2) + (6.5), die alle Forderungen erfiillen, die an physikalisch ver- 
niinftige Wellengleichungen zu stellen sind, namlich Invarianz gegen die 
Transformationen der 2, und Erfiillung des Energiesatzes, im allge- | 
meinen in der nach (12.6) + (12.7) gebildeten Verschmelzungsstufe 2 5 | 
nicht enthalten, obwohl diese Verschmelzungsstufe alle Wellenglei- | 
chungen zu Spin s enthalten soll. Das liegt an folgendem: Die nach 
(12.7) gebildeten Matrizen liefern in die Wellengleichung (12.6) eingesetzt 
nur Sonderfalle unserer allgemeineren Wellengleichungen (6.2) + (6.5). 
Man kénnte namlich als Modifikation von (12.7) in (12.6) Matrizen 
folgender Form einfiihren: 


Dig C= Va EE ee, 
De IE TX. eee ae 
Pe NON sien ETE Sh heme (12.8) 
PRO EX EX ...XEX Yn 


wo die Matrix co ein 2 s-faches KRONECKER-Produkt ist, das als 
Faktor an der x-ten Stelle y, hat, alle iibrigen Faktoren sind FE; nach — 
der Vorschrift (12.8) gibt es gerade 2 s voneinander linear unabhangige | 
Matrizen und es sind auch alle 2 s-fachen KRONECKER-Produkte erfaBt, 
die aus & und y, zu bilden sind und den Faktor y, linear enthalten. 
Baut man nun Wellengleichungen vom Typ (12.6) auf, indem man die 
nach (12.8) zu bildenden Matrizen an Stelle der Matrizen (12.7) einsetzt, 
dann erhalt man in der Verschmelzungsstufe 2s allgemeinere Wellen- 
gleichungen als sie die alte Vorschrift liefert, aber die aus (12.6) + (12.7) 
zu bildenden Wellengleichungen sind als Sonderfalle bereits in den aus 
(12.6) + (12.8) folgenden, allgemeineren Wellengleichungen enthalten. 
Die 2s linear unabhangigen Matrizen I’) aus (12.8) lassen sich durch 
unitare Transformation ineinander iiberfiithren, so daB es gentigt, die- 
jenigen Wellengleichungen zu untersuchen, die durch Einsetzen von 
I',’ in (12.6) entstehen, weil (12.6) gegen unitare Transformation von 
WY und I’, invariant ist und daher die 2s verschiedenen Wellenglei- 
chungen, die durch Einsetzen aller 2 s linear unabhangigen 7 in (12.6) 
zu bilden waren, einander 4quivalent sind. Vor allem enthalt die 
Wellengleichung 

(Ly' On + x) Y= 0 (12.9) inv. @3 


auch unsere Wellengleichungen (6.2) + (6.5) zum Spin s oder zu- 
mindest Wellengleichungen, die mit (6.2) + (6.5) dquivalent sind, in 
der Verschmelzungsstufe 2 s, 
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§ 13. Explizite Ausfiihrung der Uberlegungen zur Fusionsmethode im 
Sonderfalle s = 1 


Es sollen nun die kritischen Uberlegungen zum DE BrociiEschen Ver- 
schmelzungsverfahren am einfachsten, nicht mehr trivialen Fall in der 
Verschmelzungsstufe 2 explizite ausgefiihrt werden. In der zweiten 
Verschmelzungsstufe erhalt man Wellengleichungen zu den Spinwerten 
Pa OnunGas)——mlleendenm eseist: 


(D1j2,0 D Do, 172)*? = Dio © Dor ® Die, 12 © D1jz, 12 O Doo O Do,o 
(13.1) 
Wir wollen nun eine besonders fiir unsere Zwecke geeignete Darstellung 
fiir die Drracschen Matrizen y, beniitzen, derart, daB die Dirac- 
Gleichung (12.4) in die zwei Gleichungen des Systems (7.8) zerfallt; 
dies erreicht man, indem man ansetzt: 
O | 1659 ga tiae 
UN oy toa 0) ce Wolsey (13.2) 
wobei die Matrizen o, die den Zusammenhang zwischen Spinoren gerad- 
zahligen Ranges und den dazu dquivalenten TensorgréBen induzieren, 
explizite durch folgende Matrizen gegeben sind: 


ef warrel maar OMe 
- m= tate = (2, ie ~em= tage =( ‘a 


a aie +1 CFs i nee —1 0 
— O3ny = + 03 ize 0 Sa be ay OL Ay ae 0 ied 
so daB die y, hermitesch sind und, wie man sehr leicht nachrechnet, 
die Vertauschungsrelationen (12.5) befriedigen. Die Allgemeinheit der 
physikalischen Aussagen, die aus der Dirac-Gleichung folgen, wird 
durch den speziellen Ansatz (13.2) + (13.3) fiir die Wellenfunktion und 
die Matrizen y, aus (12.4) nicht eingeschrankt, weil bekanntlich die 
physikalischen Folgerungen aus der Drrac-Gleichung (12.4) gegen die 
Wahl einer speziellen Darstellung fiir die hyperkomplexen Zahlen y», 
invariant sind, solange nur die y, den Vertauschungsrelationen (12.5) 
geniigen. Unser Ansatz (13.2) + (13.3) bietet uns den groBen Vorteil, 
daB wir die Wellengleichungen nach (12.6) in jeder Verschmelzungsstufe 
als Spinorgleichungen nach dem VAN-DER-WAERDENschen  Spinor- 
kalkiil anschreiben kénnen und dadurch auch in héheren Verschmel- 
zungsstufen eine bessere Ubersicht gewinnen als wenn wir die Matrizen 
I, in (12.6) elementweise nach (12.7) oder nach (12.8) berechnen. 

In der zweiten Verschmelzungsstufe erhalten wir als Komponenten 
der Wellenfunktion vier Spinoren vom Rang 2, die bei £,* nach irredu- 
ziblen oder vollreduziblen Darstellungen transformiert werden, namlich: 


vit} #*\ Transformation nach Dio @ Do, o 
+0) z 
mi ) 


; Transformation nach Dyj/2, 1/2 
w= | 98 
v 


: (13.4) 
Transformation nach Dyj/2, 1/2 


vy» ,,/ Transformation nach Do,1 © Do, o 
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jeder dieser Spinoren hat vier unabhangige Komponenten, insgesamt 
umfaBt also Y 16 unabhangige Komponenten, wie es die volle zweite 
Verschmelzungsstufe verlangt, denn die beiden Spinoren v(t) und v(~)) 
sind nicht symmetrisch und haben daher je vier unabhangige Kom- | 
ponenten. 

Wir wollen nun zuerst diejenigen Wellengleichungen untersuchen, 
die aus (12.6) entstehen, wenn wir die Matrizen J), nach unserer modi- 
fizierten Verschmelzungsvorschrift (12.8) aufbauen; wir erhalten dabei 


die beiden linear unabhangigen Méglichkeiten: 
ies! a) se E 

13.5 

Pays = E x Vn ( ) 


Wir koénnen nun dank unseres speziellen Ansatzes (13.2) + (13.3) die 
entstehende Wellengleichung 
(I°,’ ®, + x) Y’ =0 (13.6) inv. 4 
in folgende Gleichungen zerlegen : 
ha yt =tKvit) | 
(+0) ¢ | 


5, v(t) Pt = 7 KV ; 
i 4 (13.7) inv.c@ 


—0)B j — 
Opy y! Le =ikv' ee 
git = ie v4 


Ebenso kann man mit 


w+) #*\ Transformation nach Dy 9 ® Do, o 
yr tH Transformation nach Dj), 1/2 13.8 
we Transformation nach Dy4)2, 12 oes) 
(=) 


ee Transformation nach Do,1 @ Do, o 


wobei die Spinoren w(*) und w'—-) keine Symmetrieeigenschaften 
haben, die Wellengleichung 


(Pd, ee =) (13.9) inves 2] 
in folgende Gleichungen zerlegen: 


One wit? =inwirhtm | 


Og wD) | pomeesarrer GA) ‘ | 
Asn wr 5 =ixnw ”,, | 310s 
Olea wo 1 Ly 7) fi 
Aus (13.7) und aus (13.10) folgt notwendig: 
(O =x?) Y= 0 (13.11) inv. &, 
(0 — x?) " =0 (13.12) inv. g, 


Es laBt sich nun leicht zeigen, daB (13.6) = (13.7) mit (13.9) = (13.10) 
aquivalent ist, das heiBt, es gibt eine unitdre Matrix! U, U-1 = oe 
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poedal ee UO Soe PO POU, SPs UT 
man substituiere zu diesem Ende in (13.7) und (13.10) wie folgt: 


yiFh) at ~_, (+1) tn Bete) A wt”) a 
(—1) (=i) (—0) ga (—0) a (13.13) 
U BA) Sen hy U yt Ww 5 


dem entspricht gerade eine Transformation mit einer geeigneten unitaren 


Matrix U, U-! = U; die Substitution (13.13) fiihrt aber gerade (13.7) 
in (13.10) iiber und umgekehrt (13.10) in (13.7). Damit ist die behauptete 
Aquivalenz (13.6) = (13.7) ~ (13.10) = (13.9) bewiesen und wir kénnen 
uns daher auf die weitere Untersuchung von (13.6) = (13.7) be- 
schranken. 

Um zu einer Beschreibung von reinen Spinteilchen mit den Spin- 
werten s = 0 und s = I zu gelangen, miissen wir die Spinoren in (13.7) 
nach denjenigen Bestandteilen ausreduzieren, die bei der £,+ irreduzible 
Transformationsgruppen erleiden und dabei beachten, da das Ergebnis 
der Ausreduktion eine gegen die volle 2, invariante Beschreibung unserer 
Spinteilchen sein mu8. Um die Ausreduktion explizite zu bewerk- 
stelligen setzen wir in kovarianter Weise an: 

y(+1) Ht — gl(F+1) at 1 §(+09) ght mit q(t+]) a ov 0} 


Oe ge a op thes, mit a et = of 
(13.14) inv. &, 


dabei transformiert sich bei Transformationen der 2,* der symmetrische 
Anteil a't)) nach Dio, der symmetrische Anteil a{-)) nach Do1, die 
beiden antisymmetrischen Anteile 0{*° und 6'—° transformieren sich 
nach Doo; damit haben wir die beiden Spinoren v(*) und v!~» in 
ihre irreduziblen Anteile zerlegt. Mit (13.14) folgt aus (13.7): 

Qliae pee 4 gia yt # aa) ix alt Dat) 


0) = , =i 
Ob» v' OF + Og, v! )B — ina a5 


Bt eg et ic Berth) 
du F = DQin bl-Of 


Opp alt Vb 4 ay, B(+9) eft — i re | 


(13a) riven <7 


(13.16) inv. &, 


(13.17) inv. 2p 


<= c : —O0) 
ore a! Oy + gfx b(— 9) €yA — 1K y! a 
Wir setzen nun per definitionem: 
; , nee 
oe pe pd io pit )) a 


yiOP (13.18) inv. 2, 
gerade so, da8 man an Stelle von (13.17) schreiben kann: 
Paes eee ait”) | 

aieg'—) = ina 4l 

abr avied | 


a b-9) = i” AI 


(13.19) inv. &, 
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Aus (13.19) und (13.20) folgen nach einfacher Rechnung die Identitaten: 


gaa pt0) 2 + ateptr) 2 =0) 


ee) B 


; (13.21) inv 
ets Opa pr P =6| : 


Oy 
(13.22) inv. 3 


Mit (13.18) + (13.21) + (13.22) kann man an Stelle von (13.15) + (13.16) 
folgende Gleichungen benutzen: 


eer (tO) © ey (+0) & oe sae 
One + da — inate 
( 06 aay Bees (13.23) inv.\2, 
Oby a Dieiwe 06,4 y= 21KAa | 
Ot pt ee OG ae) : 
acl . | (13.24) inv. &, 
ap oF = —DQind(- | 


In der Form der Gleichungssysteme (13.19) + (13.23) und (13.20) + 
+ (13.24) ist die Ausreduktion unserer Verschmelzungsgleichungen 
(13.7) in kovarianter Weise beziiglich der 2, nach den irreduziblen Dar- 
stellungsbestandteilen der 2, vollstandig ausgefiihrt. Das Feld zum 
Spinwert | wird durch die Wellengleichungen (13.19) + (13.23) be- 
schrieben; diese sind aber identisch mit unserem urspriinglichen Ansatz 
(7.11). Das Feld zum Spinwert 0 wird durch die Wellengleichungen 
(13.20) + (13.24) beschrieben; diese sind aber mit unserem urspriing- 
lichen Ansatz (8.2) + (8.3) identisch. 


Nunmehr wollen wir die nach der urspriinglichen, von DE BROGLIE 
gegebenen Vorschrift in der zweiten Verschmelzungsstufe entstehenden 
Wellengleichungen untersuchen. Dabei treten zwei inaquivalente Falle 
auf, je nachdem, ob wir nach (12.7) fiir die Matrizen J), die méglichen 
Ansatze 


Ly ey (13.25) 
[OY =), ar (13.26) 


verwenden. Betrachten wir zuerst den Fall (13.25), der zum System der 
Wellengleichungen 


+ ne 
(Po + x) BH) =0 (13.27) inv. &, 
fiihrt, wo 
sl) we Transformation nach Dio ® Do.o 
+0) 42 
ree aoe Transformation nach Dj), 12 


; Transformation nach D, /2, 1/2 


Ue sh Transformation nach Do,1 © Doo 
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Unter Verwendung des Spinorkalkiils kénnen wir (13.27) in folgender 
Weise ee ee 


ha yt) 1 Gta y OE ote uae 

—0)B } A © 
Ojy u! Mt ila icant se 2S 13.29) inv. & 
Ber are: a Late Gu (13.29) inv. 2, 
by Ul +d he KU 5 
gta yy! l ‘+ Og, ult) )%p Cron wg 


In (13.29) miissen nun wieder die Spinoren nach den Bestandteilen aus- 

teduziert werden, die bei der 2,* irreduzible Transformationsgruppen 

erleiden, wobei die entstehenden Wellengleichungen eine gegen die 2, 

invariante Beschreibung liefern miissen. Zu diesem Ende setzen wir an: 
u'+1) Hho es : (4-1) pt ae y( (+ 0) ) ght mit g\t ) Ht @ tit = (1) 
b= G ate Ve,, mit fe ae et =| 

(13.30) inv. 2, 

Bei 2,* transformiert sich g't) nach Dy, g'— nach Doi, 7+ und 

7‘—) beide nach Doo; damit haben wir w(t) und wu'— ausreduziert. 

Setzen wir (13.30) in (13.29) ein, dann erhalten wir: 


glx ee ee oa i) + a [al aoe n\—°) pita 4 vx gor) | 

by [ult 84 44(—%) PI + ay, ae fy ~) B) — ding! 1) J 
(13.31) inv. &, 

i Pe ge gt gE eae 1s (13.62)hinve 2) 

pepe eS eg N=s0 (13.33) inv. 


wobei (13.33) wegen (13.31) als Identitat erfiillt ist. Weiterhin er- 
halten wir aus (13.29) mit (13.30): 


(13.34) inv. &, 


a, ee ea el a Ay ey! 
at yt — of—) — — pe [uF — yl 9) (13.35) inv. 2, 
Cha ons mee Casi (13.36) inv. 2, 
wobei (13.36) wegen (13.34) als Identitat erfiillt ist. 
Zur Vereinfachung ee (13.31) + (13. nie definieren wir: 
aE yy us) og | (13.37) inv. &, 


Setzen wir (13.37) in (13.31) + (13.32) ein, dace erhalten wir als Wellen- 
gleichungen fiir das Teilchen vom Spin I: 


gee git) F Aone cates | 
Beem ai ai 

04, Ge Nea O49 ght = 2% Kq' al 

t 


Os» qt ) pr zt gt g\ es == 1 K g’*) ; 


(13.38) inv. &, 


(13.39) inv. &, 
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Der erhaltene Ansatz (13.38) + (13.39) fir das Feld zum Spin 1 ist 
aber mit den Wellengleichungen (10.44) fiir ein Vektorteilchen identisch; 
man verfiigt also offensichtlich durch den Ansatz (13.25) in ganz be- 
stimmter Weise tiber das in (13.5) noch verfiigbar gelassene Verhalten 
unserer Feldfunktionen gegen die raumliche Spiegelung S. 

Zur Vereinfachung von (13.34) + (13.35) definieren wir: 


0) eee ene ede (13.40) inv. &, 


% 
a 


Uu 


weiterhin diirfen wir per definitionem 
+0) _ pl—0) — ol) (13.41) inv. 2 


setzen und in unsere Wellengleichungen einfiihren, weil der davon un- 
abhangige Ausdruck verschwindet, namlich 
pit) 1. “9 =O (18.42) inv. 2 


als notwendige Folge von (13.34); damit kénnen wir unsere Wellen- 
gleichungen zum Spinwert 0 umformen zu: 


oF ia =ixyr) 
Bee 24 er OF | 


Die erhaltenen Wellengleichungen (13.43) sind aber identisch mit den 
Wellengleichungen (10.25) fiir pseudoskalare Teilchen; wiederum zeigt 
sich, da8 man durch den Ansatz (13.25) in ganz bestimmter Weise 
tiber das in (13.5) noch verfiigbar gelassene Verhalten unserer Feld- 
funktionen gegen die raumliche Spiegelung S verfiigt. 

Vergleichen wir unser Ergebnis mit unseren vorhergehenden Be- 
trachtungen! Unser modifizierter Fusionsansatz (13.5) + (138.6) fihrt 
nach Ausreduktion beziiglich irreduzibler Darstellungen der 2,* und 2, 
auf Wellengleichungen zu den Spinwerten 0 und 1, die mit unseren 
Wellengleichungen (7.11) und (8.2) + (8.3) identisch sind und die im 
Rahmen unserer physikalisch verniinftigen Grundforderungen (vgl. § 1) 
die allgemeinste Méglichkeit darstellen, Wellengleichungen zu den 
Spinwerten 0 und 1 anzusetzen. Die spezielleren Falle der vektoriellen 
und pseudoskalaren Felder erhalt man daraus nach unseren Unter- 
suchungen in § 10 durch die Zusatzbedingungen (10.41) und (10.22), 
mit denen iiber das Verhalten der Feldfunktionen bei raumlicher 
Spiegelung S in wohldefinierter Weise a priori einschrankend verfiigt 
wird. Man darf nun unser Ergebnis so interpretieren, da8 durch die 
spezielle DE BroGiie-Verschmelzung (13.25) gerade die Erfiillung der 
Zusatzbedingungen (10.41) und (10.22) a priori erzwungen wird, so daB 
man die speziellen Falle vektorieller und pseudoskalarer Felder aus dem 
VerschmelzungsprozeB gewinnt. Analog dazu erzwingt die Verschmel- 
zungsvorschrift (13.26) a priori die Erfiillung einschrankender Zusatz- 
bedingungen, die mit (10.13) und (10.47) identisch oder aquivalent sind, 
so daB man auf die Wellengleichungen fiir die speziellen Falle der 
skalaren und pseudovektoriellen Felder gefiihrt wird, wie im folgenden 
gezeigt werden soll. 


(13.43) inv. &, 
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Untersuchen wir nun die Folgerungen aus dem DE BrociriEschen 
Verschmelzungsansatz (13.26)! Wir erhalten das System von Wellen- 
gleichungen 


GEAR E MES 0 (13.44) inv. 2, 
wo 
oth ie Transformation nach Di 9 OD 0 0 
Ui) ee soe fF, Transformation nach Diye, 12 
gk Transformation nach Dj) 1). 
hats Transformation nach Doi BD Doo 


(13.45) inv. 2, 
Unter Verwendung des Spinorkalkiils kénnen wir (13.44) in folgender 
Weise zerlegen?: 


Qh o +() Bae (0) 2) 1 Pe 2 +1) pt | 
o 
—=0) oe sl: 0) 6 ee ee 

ep Noles ee Se ae { (13.46) j 5 

(+1) Bt __ tH » = ¢ . (+0) 7 £0) INV. YX 
Ones 0 a Sai) [eee . 
ta .{—1 B(tl) up oy ee —O0 
on 2 Oe =21Kz i ) 


Zur Ausreduktion von (13.46) nach denjenigen Spinoranteilen, die bei 

der 2,* irreduzible Transformationsgruppe erleiden und die wir wieder 

unter Invarianz gegen die volle 2, durchfiihren ee setzen wir an: 
g(t) [i pry et af s(t 9) ght mit pi ) Mtg — = 9 
EIT en aa ae mit Das: =) 

Ete ive, 

Bei 2,+ transformiert sich ~{t) nach Dio, p'-" nach Do; und s(t 

und s(—°% beide nach Doo; damit haben wir z+) und z‘—» ausreduziert. 

Setzen wir (13.47) in (13.46) ein, dann folgt: 


Pea Cat Sa ae ate [2! 470 ) g(—9) Se + 4inp" aie} 
eg 0, ere ae ee arepe Y 
(13.48) inv. &, 
Cy aa ie ha a eee ae SA (13.49) inv. &, 
Og pt) 4 ap), =0 (13.50) inv. &, 


wobei (13.50) wegen (13.48) notwendig als Identitat erfiillt ist. Weiter- 
hin erhalten wir aus (13.46) mit (13.47): 


ot [2 tT (0) ¥) Sa 4st! | 

a4 pt Ob (9) P= +4ins-% J 

Bee aes Oe Ss tafe PMG ag (13.52) inv. 2, 

d [st — sy] =0 (13.53) inv. 2, 
wobei (13.53) wegen (13.51) als Identitat erfiillt ist. 


(13.51) inv. &, 
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Zur Vereinfachung von (13.48) + (13.49) definieren wir: 
ge eee) Dee (13.54) inv. &4 


Setzen wir (13.54) in (13.48) + (13.49) ein, dann erhalten wir als Wellen- 
gleichungen zum Spinwert 1: 


gia p(-)t a ait pi) ie = 4 ») ix pu es 


OP Op = eee aa | 
dp, Por et — op = Lin pe (13.56) inv. 2, 
die hergeleiteten Wellengleichungen (13.55) + (13.56) sind tatsachlich 
mit den Wellengleichungen (10.49) fiir das pseudovektorielle Feld 


identisch. Or 
Zur weiteren Vereinfachung von (13.51) + (13.52) definieren wir: 


+0) t + Dae = 2 Soe (13.57) inv. LX, 


io a 


(13.55) inv. & 


a 
weiterhin diirfen wir per definitionem 
gO) 4 t= 0) ig ™ (13.58) inv. &, 


setzen und in unsere Wellengleichungen Einfiihren, weil ein davon 
linear unabhangiger Ausdruck als notwendige Folge von (13.51) identisch 
verschwindet, namlich 

SE aE (13.59) inv. &, 


damit vereinfachen sich unsere Wellengleichungen zum Spinwert 0 zu: 
Eye Be Ce) 
Ose AL tKS 


g# s(t) = — 27 5(t) a (13.60) inv. 4 


die Wellengleichungen (13.60) sind aber tatsachlich mit den Wellen- 
gleichungen (10.15) + (10.17) fiir das skalare Feld identisch. 

Aus der expliziten Durchfiihrung der Rechnung fiir den einfachsten 
Fall der Verschmelzungsstufe 2 ist leicht zu ersehen, wie man im Falle 
hdherer Verschmelzungsstufen zu verfahren hat; es ist dabei evident, 
daB die allgemeinen Betrachtungen aus § 12, die hier fiir den Fall der 
Verschmelzungsstufe 2 explizit nachgewiesen wurden, fiir jede Stufe der 
Verschmelzung zu Recht bestehen. Das Verfahren expliziter Ausreduk- 
tion der Verschmelzungsgleichungen héherer Stufe nach Komponenten, 
die bei der £,* irreduzible Transformationsgruppen erleiden, unter Er- 
haltung der Invarianz der Wellengleichungen beziiglich der £,, wird in 
den hdheren Verschmelzungsstufen langwieriger, laBt sich aber grund- 
satzlich in jedem Falle ausfiihren. 

Fihrt man die Verschmelzung der Dirac-Matrizen y, nach der Vor- 
schrift (12.8) aus, dann enthalt der vollsymmetrische Anteil der zuge- 
hérigen Verschmelzungsgleichungen (12.9) in der Verschmelzungsstufe 
2s stets alle méglichen Systeme vom Typ (6.10) + (6.11) zum Spin- 
wert s und damit den im Sinne unserer Einschrankungen in § 1 all- 
gemeinsten Ansatz fiir Wellengleichungen zum Spin s. Fiihrt man 
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hingegen die Verschmelzung nach der DE BroctiEschen Vorschrift 
(12.7) aus, dann liefern die Verschmelzungsgleichungen stets Wellen- 
gleichungen, bei denen durch Zusatzbedingungen, die der spezielle Ver- 
schmelzungsansatz (12.7) als notwendige Folge erzwingt, iiber das Ver- 
halten der Feldfunktionen bei raumlicher Spiegelung S in ganz be- 
stimmter Weise verfiigt ist; dagegen laBt der Ansatz (12.8) + (12.9) 
den Spiegelungseigenschaften der Feldfunktionen noch vollkommene 
Freiheit und ist somit allgemeiner als der Ansatz (12.7) + (12.6) nach 
der DE Broctieschen Vorschrift. Andererseits kann man den Ansatz 
(12.8) + (12.9) durch geeignete Zusatzbedingungen stets auf die An- 
satze nach (12.7) + (12.6) spezialisieren. 


§ 14. Der Ansatz von Cap und Donnert 
(siehe [7], [8], [9], [21], [44]) 


Auf Grund der Analogie der klassischen Physik und der Quanten- 
mechanik hatte F. Cap die Hypothese aufgestellt, es miisse méglich sein, 
das Wellenfeld zum Spin s durch eine Wellenfunktion zu beschreiben, 
die genau 2(2s + 1) unabhangige Komponenten hat; diese Annahme 
tragt dem Verhalten der dem Feld zugeordneten Spinteilchen in der 
Weise Rechnung, als dann die Zahl der inneren Einstellméglichkeiten 
des Spinteilchens, die gerade 2(2 s + 1) betragt, mit der Zahl der Raum- 
Zeit-Funktionen, die das zugehdérige Wellenfeld festlegen, iiberein- 
stimmt. Man bendtigt deshalb keine Nebenbedingungen, um die fiir die 
Beschreibung eigentlich tiberfliissigen Komponenten der Wellenfunk- 
tion auszuschalten, denn sie wiirden sonst das Feld iiberbestimmen, 
es finden sich gar keine iiberfliissigen Komponenten der Wellenfunktion 
in unserer Beschreibung. Eine Beschreibung des Feldes zum Spin s 
durch weniger als 2(2 s + 1) Feldfunktionen wiirde das Wellenfeld nicht 
geniigend festlegen; man sieht leicht ein, daB eine derartige Beschreibung 
in relativistisch kovarianter Form unmdglich ist. Gelingt es nun aber 
eine relativistisch kovariante Beschreibung fiir die Wellengleichungen 
zum Spin s zu finden, die der CApschen Hypothese geniigt, dann ist 
diese Beschreibung unter allen Méglichkeiten die weitaus einfachste, 
die schon aus Griinden dieser Einfachheit zur Beschreibung des Wellen- 
feldes von Spinteilchen und des damit verbundenen physikalischen 
Sachverhaltes am besten geeignet sein mtiBte und auch ist, so daB sie 
anderen Méglichkeiten vorzuziehen ist. Es gibt nun tatsachlich eine 
mathematische Méglichkeit, die Capsche Hypothese bei der Beschreibung 
eines Wellenfeldes zum Spin s zu erfiillen. 

Es bedarf vielleicht noch einer kurzen Erlauterung, woher die 
Zahl 2(2 s + 1) der inneren Einstellméglichkeiten unseres Spinteilchens 
mit endlicher Ruhmasse kommt, die wir ja in geeigneter Weise in die 
Beschreibung des zugehérigen Wellenfeldes hineinstecken wollen. Ein 


- Teilchen-mit Spin s und endlicher Ruhmasse hat vermége der Rich- 


tungsquantelung des Spindrehmomentes auf eine feste Raumrichtung 
bezogen gerade 2s + 1 mégliche Polarisationszustande; der Faktor 2, 
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der die Zahl der inneren Einstellméglichkeiten gerade verdoppelt, tragt 
dem Umstande Rechnung, da8 das Verhalten des zugehérigen Wellen- 
feldes bei raéumlicher Spiegelung S unseres Bezugssystemes im %, nicht 
festgelegt ist, das heiBt, es gibt zu jeder der 2 s + 1 Spineinstellungen 
noch Wellenfunktionen, die zum Spiegelungscharakter + 1 oder — 1 
gehdren kénnen. Einer elektrischen Ladung mit den ,,Einstellméglich- 
keiten‘’ + e und — e entspricht man in der Beschreibung des zuge- 
hérigen Wellenfeldes dadurch, da®B man elektrisch geladene Teilchen 
durch komplexe Felder, elektrisch neutrale Teilchen durch reelle Felder 
beschreibt; die Verwendung komplexer Wellenfunktionen zur Be- 
schreibung von elektrisch geladenen Teilchen beschreibt gerade die Ver- 
doppelung der inneren Einstellméglichkeiten unseres Teilchens im Feld- 
bild, die durch seine elektrische Ladung bedingt ist. 

Wie laBt sich nun die Capsche Hypothese bei der Beschreibung des 
Wellenfeldes eines Teilchens mit Spin s und endlicher Ruhmasse er- 
fiillen? Zur Beschreibung eines Wellenfeldes mit Spin s stehen uns 
nach (5.1) vollsymmetrische Spinoren als relativistisch kovariante GréBen 
zur Verfiigung, namlich 


a Ge Q) My Mg.--Ms+Q 

Va Dane VO 

wobei wir stets zwei dieser Spinoren, a‘*®) und a‘—®) verwenden miissen, 

um eine beziiglich der vollen £, kovariante Beschreibung unseres Spin- 

wellenfeldes zu erhalten. Die Abzahlung der unabhangigen Kom- 
ponenten des vollsymmetrischen Spinors a‘*®) ergibt 


p24 0 Payee Pt) (14.2) 
Beschreiben wir das Wellenfeld nun durch die beiden vollsymme 
trischen Spinoren a‘+®) und a‘—®), dann treten 2 f=2(s+Q+1) (s—Q+1) 
unabhangige Komponenten auf. Wollen wir die Capsche Hypothese 
verwirklichen, dann diirfen wir nur Spinoren verwenden, so daB die 
Zahl der unabhangigen Komponenten in unserer Beschreibung genau 
2(2s + 1) betragen; die einzige médgliche Lésung dafiir ist: Q = +s. 
Wir miissen, um die Capsche Hypothese zu erfiillen, unser Wellenfeld 
zum Spin s durch die beiden vollsymmetrischen Spinoren 
(+ S) [ty fly... fleas (5) 


a und a (14.3) inv. &, 
Vi Pewee ros 


Q=+s,+s—1l,...,—s+1,—s (14]) 


beschreiben; jede Information iiber unser Spinwellenfeld, nach der zu 
fragen physikalisch sinnvoll ist, muB sich aus diesen beiden  voll- 
symmetrischen Spinoren (14.3) entnehmen lassen. Da unsere Wellen- 
funktion, dargestellt durch die vollsymmetrischen Spinoren al+@) 
und a\~®), gerade so viele unabhangige Komponenten besitzt wie das 
zugehorige Spinteilchen innere Einstellméglichkeiten, namlich 2(2 s + 1), 
sind in unserer Beschreibung keine einschrankenden Nebenbedingungen 
vom Typ (5.6) notwendig, wie schon in § 5 erlautert wurde. Es ist einer- 
seits evident, daB man ein Spinwellenfeld zu Spin s in relativistisch ko- 
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varianter Weise nicht durch weniger als 2(2 s + 1) unabhangige Kom- 
ponenten beschreiben kann, andererseits wiirde jede mégliche relativi- 
stisch kovariante Beschreibung unseres Spin-s-Wellenfeldes, die nicht 
gerade und nur die beiden vollsymmetrischen Spinoren (14.3) beniitzt, 
mehr als 2(2s + 1) unabhangige Komponenten der Wellenfunktion 
aufweisen, also mehr, als physikalisch rationell und sinnvoll erscheint, 
_ und man miiBte noch einschrankende Nebenbedingungen vom Typ (5.6) 
postulieren, wie dies in § 5 diskutiert ist. 

Es seien nochmals die Transformationseigenschaften unserer Feld- 
spinoren (13.3), durch die wir das Wellenfeld zum Spin s beschreiben 
wollen, angefiihrt: Bei 2,* transformiert sich der vollsymmetrische 


| Spinor qi? 8) fy Ma.» - fas nach der irreduziblen Darstellung D, 0, der 


cs) nach der irreduziblen Dar- 
Vy Vo. . -V2s 

stellung Do ;, bei rdumlicher Spiegelung S gilt Sat) =a'—), Sal—9) = al+9), 
Wie bereits aus der Abzahlung der Spinorkomponenten und der 
inneren Einstellméglichkeiten unseres Spinteilchens geschlossen wurde, 
sind keine einschrankenden Nebenbedingungen vom Typ (5.6) fiir unsere 
Spinorkomponenten notwendig; dies sieht man auch auf rein formal- 
mathematischem Wege leicht ein, denn es gilt bei der Reduktion 
2, > 03, womit notwendig £,* > ds, fiir unsere irreduziblen Dar- 

stellungen der 2,7, bzw. der &,: 
Ds,0 Cp) Do,s > U; ) Us (14.4) 


Als Wellengleichungen fiir das Wellenfeld kraftefreier Teilchen mit 
endlicher Ruhmasse und Spin s kénnen wir mit den vollsymmetrischen 
Spinoren (14.3) nach (6.1) ansetzen: 


(O — 2) Woes) fy fg.» fs 0 


vollsymmetrische Spinor a 


(14.5) inv. 2, 


2 se 
tals) 4 V1 Vo... V25 
Unsere Wellengleichungen (14.5) erfiillen die Grundpostulate (A) 
und (B); (14.5) ist gegen Transformationen der &, invariant, derart, 
daB jede einzelne der Spinorgleichungen beziiglich £,* invariant ist, 
wahrend bei radumlicher Spiegelung S nach (5.2) die Rolle der beiden 
Spinorgleichungen vertauscht wird. 

Unsere Wellengleichungen (14.5) sind Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung in 4%, %, %3, %,; aus den Transformationseigenschaften der 
Differentialoperatoren nach %,, %, %3, ¥, von erster Ordnung beziiglich 
der 2, — sie transformieren sich nach der irreduziblen Darstellung 
Diy, 12 der 2, — einerseits und dem Transformationsverhalten unserer 
vollsymmetrischen Feldspinoren (14.3) beziiglich der {, andererseits ist 
es evident, daB man keinen Ansatz so treffen kann, da sowohl die 
Forderung der Capschen Hypothese erfiillt wird als auch, wie in den 
bisherigen Ansdtzen durchwegs iiblich, Differentialgleichungen von 
erster Ordnung in *,, %, %3, %, als Wellengleichungen auftreten. 


Acta Physica Austriaca. Bd. X1/3. 24 
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Will man voriibergehend (14.5) durch ein System von Differential- 
gleichungen von erster Ordnung in %j, %3, 3, 4 ersetzen, das mit (14.5) 
aquivalent ist, etwa um die Wirkung eines auBeren elektromagnetischen 
Feldes mit dem Viererpotential ¢, auf unser Spinteilchen nach dem 
iiblichen Verfahren durch die Substitution 0, 4d, = @, — (te/hc) $n Zu 
beschreiben, dann kann man dies nach unseren allgemeinen Entwick- 
lungen in § 6 leicht durchfithren. Zu diesem Ende definieren wir als 


HilfsgréBen zwei vollsymmetrische Spinoren zu den irreduziblen Dar-— 


stellungen D,—1/2,12 und Dyj2,;—1/2 der 2,F nach (6.10): 


3 a ERs) fy 2 Pre OR bas 


aks 
. (+ s—1) fly --- PR=1 Up -< ee 
= Piel 
A 
gd Mes ms 
Vy YVK-1 PK YK41 V25 
. (-—s4+ jt 
id 
V4 02s VR-1 VR 2 
(14. 6) inv. & 
fir K=1,2,...,2s; damit kénnen wir nach (6.11) statt (J 
schreiben: 
2s 
Se a Nts — 1) B te eT OR ET ANT Ee ig yA ag S) fy... ee 
ia 
2s 
= Lae 2S 
Doe * aa Ora A ) 
om TVK Vira ieal Make otis Vy... M25 


(14. 7) inv. & 


Es gilt folgende Aquivalenzbeziehung: (14.5) ~ (14.6) + (14.7). Man 
kann aber von (14.6) + (14.7) sofort wieder zu einer Formulierung der 
Theorie gelangen, die der Forderung aus der Capschen Hypothese 
gentigt, indem man die Hilfsgr6Ben a*s— und a'-s+ eliminiert; 
dies ist in jedem Falle méglich, auch dann, wenn man (14.6) + (14.7) 
abgeandert hat, etwa durch die Substitution @, — d,, um die Wirkung 
eines auBeren elektromagnetischen Feldes auf unser Spinteilchen zu be- 
schreiben; im Falle kraftefreier Spinteilchen erhalt man dabei natiir- 
lich wieder unsere urspriinglichen Wellengleichungen (14.5), fiir Spin- 
teilchen mit Wechselwirkung dagegen Wellengleichungen, die von 
(14.5) abweichen, wie etwa im Falle eines duBeren elektromagnetischen 
Feldes, das auf unser Spinteilchen einwirkt. 

Unser Ansatz (14.5) zur Beschreibung des Wellenfeldes kraftefreier 
Teilchen mit Spin s ist mit allen anderen in § 6 formulierten Ansatzen 
zum Spinwert s 4quivalent, so daB man ohne Bedenken unseren Ansatz 
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(14.5) als die formal einfachste und zugleich den physikalischen Gegeben- 
heiten am besten angepaBte und daher rationellste Formulierung 
weiteren Untersuchungen iiber Spinwellenfelder zugrunde legen kann. 


§ 15. Zusammenfassung und Diskussion der Ergebnisse 


In der vorliegenden Arbeit wurden unter méglichst allgemeinem 
Gesichtspunkt lineare Spinwellengleichungen fiir kraftefreie Teilchen 
mit endlicher Ruhmasse und mit beliebigem halbganzen Spin formuliert 
und diskutiert; die einzigen einschrankenden Voraussetzungen, die ge- 
_ troffen wurden, waren die Invarianz der Theorie gegen die Transforma- 

tionen der vollen LorEeNtTz-Gruppe und die Giiltigkeit der relativis- 

tischen Energie-Impuls-Beziehung, eingekleidet in die quantentheo- 
retische Formulierung der Giiltigkeit der KLEIN-SCHRODINGER-GORDON- 
Gleichung fiir alle Komponenten der Wellenfunktion; diese Voraus- 
setzungen werden durch experimentell gut bestatigte, physikalische 
Gegebenheiten und Gesetze nahegelegt, so da“ sie fast trivial er- 
scheinen kénnten, was aber keineswegs der Fall ist. 

Bei unseren Untersuchungen fanden wir eine Reihe mathematisch 
aquivalenter Beschreibungen fiir das Spinwellenfeld ein und desselben 
kraftefreien Teilchens mit Spin s; alle diese méglichen Beschreibungen 
fiihren wegen ihrer Aquivalenz natiirlich zu denselben Ergebnissen fiir 
meBbare GrdBen, so das eine Auswahl unter diesen Ansatzen durch 
Vergleich mit Messungsergebnissen fiir kraftefreie Teilchen grundsatzlich 
unmoglich ist. Ein plausibles Prinzip, unter den méglichen Ansatzen 
eine Auswahl zu treffen, die einen speziellen Ansatz fiir jeden halb- 
ganzen Spinwert s vor allen anderen auszeichnet, ist in § 14 dargelegt; 
es wird dabei derjenige Ansatz ausgesondert, der die formal einfachste 
und rationellste Beschreibung des Spinwellenfeldes darstellt und der 
zugleich den physikalischen Gegebenheiten am besten angepaBt er- 
scheint; man erreicht dieses Ziel dadurch, da8 man die Zahl der unab- 
hangigen FeldgréBen, die das Spinwellenfeld eindeutig festlegen, mit der 
Zahl der inneren Einstellméglichkeiten des Spinteilchens tberein- 
stimmen la8t; dadurch werden zusatzliche Nebenbedingungen ver- 
mieden, die iiberzahlige mathematische Freiheiten der Beschreibung 
kompensieren und die Beschreibung des Spinwellenfeldes nur uniiber- 
sichtlicher und komplizierter machen. 

Durch Vergleich mit bisher untersuchten Ansatzen zur Beschreibung 
von Spinwellenfeldern fanden wir Theorien, bei denen durch eine Zu- 
satzbedingung a priori iiber das Transformationsverhalten der Feld- 
groBen bei raumlicher Spiegelung verfiigt wurde, wahrend es in unseren 
allgemeineren Formulierungen noch frei verfiigbar bleibt; durch diese 
Zusatzbedingung wird aber die Allgemeinheit des Ansatzes beein- 
trachtigt und man verliert damit mégliche Ansatze zur Beschreibung von 
Spinwellenfeldern, die mit unseren plausiblen, physikalisch verniinftigen 
Grundforderungen an die Theorie nach § 1 durchaus vertraglich waren; 
durch unsere allgemeinere Formulierung, bei der keine einschrankenden 
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Voraussetzungen iiber das Transformationsverhalten der FeldgréBen | 
unseres Spinwellenfeldes bei raumlicher Spiegelung durch Zusatzbe- | 
dingungen a priori eingefiihrt sind, laBt die Méglichkeit offen, nach- | 
traglich so durch geeignete Zusatzbedingungen iiber das Spiegelungs- | 
verhalten der FeldgréBen zu verfiigen, wenn es sich als notwendig er- 
weisen sollte, da8 die Folgerungen der Theorie die Ergebnisse der | 
Experimente vielleicht besser wiedergeben, falls die dem Spinwellenfeld 
entsprechenden Spinteilchen in der Natur wirklich auftreten. Man lauft | 
durch die iibereilte Einfiihrung einschrankender Zusatzbedingungen | 
Gefahr, sich den Zugang zu Formulierungen moglicher Theorien von 
Spinwellenfeldern und Spinteilchen zu verbauen, zu Theorien, die viel- | 
leicht in der Natur als Spinwellenfelder oder als Spinteilchen reali- | 
siert sind. 

Der gegen eine Anzahl bislang diskutierter Theorien fiir Spinwellen- 
felder und Spinteilchen erhobene Einwand zu geringer Allgemeinheit 
gegeniiber unseren Ansatzen ohne einschrankende Zusatzbedingungen 
wird noch erhartet, wenn man die Erweiterung der méglichen Theorien | 
vom kraftefreien Fall, wo unsere Ansatze alle Aquivalent sind, auf den 
Fall betrachtet, daB unsere Spinteilchen miteinander wechselwirken oder 
unter dem EinfluB aduBerer Krafte stehen, etwa elektrisch geladene 
Spinteilchen unter der Einwirkung eines a4uBeren elektromagnetischen 
Feldes. Gerade bei den Theorien der Spinteilchen, wo irgendwelche 
Krafte auf die Spinteilchen einwirken, machen sich Unterschiede 
zwischen Ansatzen, die im kraftefreien Fall aquivalent sind, bemerkbar 
und auch der Spiegelungscharakter der FeldgréBen, die das Wellenfeld 
des betrachteten Spinteilchens beschreiben, kann von wesentlichem | 
EinfluB auf das Ergebnis bei der Berechnung meSbarer Gr6Ben sein, 
von so groBem EinfluB sogar, daB bei unpassend eingefiihrten Zusatz- 
bedingungen, die tiber den Spiegelungscharakter der FeldgréBen ver- 
fiigen, physikalisch unverstandliche, auch divergente Ausdriicke fiir 
meBbare endliche Gro6Ben auftreten, wahrend der Ansatz nach der 
Capschen Hypothese zu endlichen, physikalisch sinnvollen und verstand- 
lichen Werten fiihrt. 

Zur besseren Darstellung der Unterschiede zwischen méglichen An- 
sdtzen fiir Spinwellenfelder nicht kraftefreier Spinteilchen seien bereits 
veréffentlchte Ergebnisse angefiihrt fiir den Fall, daB ein duBeres 
elektromagnetisches Feld auf unsere elektrisch geladenen Spinteilchen 
einwirkt. Es ist in der Quantentheorie iiblich, wie es die LAGRANGE- 
HamiLtonsche Formulierung der Bewegungsgleichungen fiir elektrisch 
geladene Teilchen unter der Einwirkung eines duGeren elektromagne- 
tischen Feldes nach der klassischen Elektrodynamik nahelegt, den Ein- 
fluB des auBeren elektromagnetischen Feldes mit dem Viererpotential dn 
auf das Wellenfeld des elektrisch geladenen Spinteilchens dadurch zu 
beriicksichtigen, daB man in den Wellengleichungen des kraftefreien 
Spinteilchens die Substitution a, > d, = 0, — (2 e/hc) d, einfiihrt, wo- 
bei allerdings die Wellengleichungen des kraftefreien Spinteilchens im 
allgemeinen von erster Ordnung in den Ableitungen nach #4, %5, Keon 
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sein miissen, um fiir den Fall mit endlichen aueren Kraften physi- 
kalisch verntinftige Wellengleichungen zu erhalten, was ja verstindlich 
ist, wenn man beachtet, daB gerade dann die Wellengleichungen auf die 
Form der LAGRANGE-HaAmILToN-Jacosischen Mechanik gebracht sind, 
namlich oW/ét=71h-1H WY, wo H der der klassischen HAmILToN- 
Funktion in der Quantentheorie entsprechende HAmMILTON-Operator ist, 
der wegen der relativistischen Invarianz der Wellengleichungen in den 
Ableitungen nach 4, %2, %, notwendig gerade von erster Ordnung sein 
muB. Dieses Verfahren wurde in der Quantentheorie mit groBem Erfolg 
angewandt, es sei aber erwahnt, da man eine Kopplung zwischen einem 
auBeren elektromagnetischen Feld und dem Wellenfeld eines elektrisch 
geladenen Spinteilchens auch noch in anderer Weise relativistisch 
kovariant und eichinvariant ansetzen kénnte; die Eigenschaften der 
relativistischen Kovarianz und der Eichinvarianz sind bei der iiblichen 
Substitution 0, —d,, erfiillt, wie es aus physikalischen Griinden notwendig 
sein muB. Will man nun ein Spin s-Wellenfeld, wie es etwa durch unsere 
Wellengleichungen (6.10) + (6.11) beschrieben wird, in relativistisch 
kovarianter und eichinvarianter Weise durch die tibliche Substitution 
0, -~d, mit einem auBeren elektromagnetischen Feld koppeln, dann 
zeigt es sich, daB in allen Fallen Q 4 s Systeme von Wellengleichungen 
entstehen, die innere Widerspriiche aufweisen und daher miteinander 
nicht vertraglich sind; sie miissen erst durch die Einfiihrung von Hilfs- 
es as fl/2 fir 2s=1(2) 
geldern zu den Spinwerten s — 1,s — 2,.. +10 fir 2s=1() adap- 


_tiert werden, was unbefriedigend und sicher 1m allgemeinen nicht ein- 


deutig ist. Die im kraftefreien Fall bestehende Aquivalenz aller Ansatze 
unabhangig vom Wert des Parameters Q wird durch die Substitution 
0, —d, aufgehoben. Der pathologische Fall inkompatibler Wellen- 
gleichungen kann erst fiir Spinwerte s > 3/2 auftreten, weil fiir s = 1/2 
und s = | nach (6.10) + (6.11) nur die einzig méglichen Formulierungen 
mit Q = s auftreten, der Fall Q “ss ist nicht mdglich; die Verhaltnisse 
im Fall s = 0, der nicht von unserem Schema (6.10) + (6.11) erfaBt 
wird, sind in der Literatur so erschépfend diskutiert, daB es sich er- 
iibrigt, hier naher darauf einzugehen. Der interessante Fall sind unsere 
Spinwellengleichungen (6.10) + (6.11) fiir Q = s #0; in diesem Falle 
werden (6.10) + (6.11) mit (14.6) + (14.7) identisch, so daB man eine 
Theorie erhalt, die sich auf eine der CApschen Hypothese geniigende ‘orm 
bringen 14Bt, wenn man das in § 14 erlauterte Verfahren der Elimina- 
tion von as— und af-s+» durchfithrt, nachdem man die Wirkung 
des d4uBeren elektromagnetischen Feldes durch die tibliche Substitution 
é, > d, beriicksichtigt hat; fiihrt man die Substitution 0, +d, in 
(14.6) + (14.7) ein, dann erhalt man unmittelbar ein in sich wider- 
spruchsfreies System von Spinwellengleichungen, so da® sich der Kunst- 
eriff, Hilfsfelder wie in den Fallen Q “ s einzufiihren, eriibrigt. Neben 
den in § 14 bereits erwahnten Argumenten fiir den der Capschen Hypo- 
these geniigenden Ansatz (14.5) ~ (14.6) + (14.7), namlich die ein- 
fachste, den physikalischen Verhdltnissen am besten entsprechende, 
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rationellste Beschreibung eines Spin s-Wellenfeldes zu sein, sind die er- 


wiahnten Verhaltnisse ein gewichtiger Hinweis darauf, daB der in § 14 | 
vorgeschlagene Ansatz (14.5) ~ (14.6) + (14.7) fiir das Wellenfeld eines | 


Spinteilchens physikalisch sinnvoll ist; es liegt die Vermutung nahe, 
daB (14.5) ~ (14.6) + (14.7) die richtige Beschreibung eines Spin- 
teilchens vom Spin s darstellt, falls es derartige Teilchen in der Natur 
iiberhaupt gibt, was ja fiir Spinwerte s >1 eine noch vdllig offene 


Frage ist. Jedenfalls diirfte es sinnvoll und lohnend sein, die weiteren | 


Folgerungen aus dem Cap-DoNNERTschen Ansatz zu untersuchen und zu 


diskutieren; man kann hoffen, dabei physikalisch sinnvolle Werte fir | 
meBbare GrdRen zu erhalten, sinnvollere Werte, als man aus den bisher | 


beniitzten Ansadtzen erhielt, die allenfalls eine experimentelle Nach- 
priifung erlauben, was natiirlich die einzige sichere Bestatigung fiir die 


Richtigkeit der vorgeschlagenen Theorie hefern kann; man kann weiter- | 


hin hoffen, daB die experimentelle Uberpriifung der berechneten Meb- 


werte die bedeutsame Frage nach dem Spin eines Teilchens sicher zu | 


beantworten gestattet, wahrend man bisher nur indirekte Aufschliisse 
dariiber hat, etwa aus Kernreaktionen oder anderen Elementarprozessen. 
SchlieBlich ist zu vermuten, daB bei der weiteren Untersuchung der von 
Cap und Verfasser vorgeschlagenen, in § 14 erlauterten Theorie der Spin- 
wellenfelder und Spinteilchen geringere Divergenzschwierigkeiten auf- 
treten als etwa in der vektoriellen und pseudovektoriellen Mesonen- 
theorie zum Spin 1, so da8 man vielleicht eine renormierbare Theorie 
fiir elektrisch geladene Spin-1-Teilchen formulieren kann, im Gegensatz 
zu den nicht renormierbaren vektoriellen und _ pseudovektoriellen 
Theorien. Als Hinweis auf diese vermutete Eigenschaft der von Cap 
und Verfasser vorgeschlagenen Theorie sei folgendes, bereits verdffent- 
lichtes Ergebnis erwahnt: Betrachtet man die Streuung elektrisch ge- 
ladener Spinteilchen an einem statischen CouLomps-Feld, also einem 
elektromagnetischen Feld ¢, = ¢, = ¢, = 0, ¢,=1V(r) = eZ/r, wa 
ry? — x2 + x2 + x,2, dann erhalt man aus dem Ansatz (14.6) + 
+ (14.7) ~ (14.5) nach der Substitution 0, — d,, fiir die Streuintensitat 
bei elastischer Streuung in groBer Entfernung vom Streuzentrum als 
erste Bornsche Naherung eine relativistisch korrigierte RUTHERFORD- 
Formel mit einem Spinfaktor: 


2 ‘ 
1(s, 8, 8) = 22 | fae | Pa (15.1) 


R? \2 mc?} B4 sin? (9/2) 
(siehe [9], [21]), mit dem Spinfaktor 
, 1 
ioe eed —-t- 9 sin? (9/2) fir s40 (15.2) 


(siehe [9], [21]), wobei J, = Primdrintensitat, R = Entfernung Be- 
obachter-Streuzentrum, @c¢ = v = Geschwindigkeit der Teilchen und 
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% = Streuwinkel gegen die Primarrichtung. Im Grenzfall hoher Teilchen- 


geschwindigkeiten, i.e. 8 — 1, wird 
lim 7(s, 6, 3) = 0 fiir OAD (15.3) 


B—>1 
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wie es aus Griinden der klassischen Physik und der Relativitatsmechanik 
verniinftigerweise zu erwarten ist, daB namlich Teilchen, die mit Licht- 
geschwindigkeit in das CouLoms-Feld eintreten, um endliche Winkel 
nicht gestreut werden; dabei muB natiirlich der Grenziibergang von 
Geschwindigkeiten v < c stetig erfolgen, was hier erfiillt ist. Anders 
dagegen, wenn man von der vektoriellen Theorie zum Spin 1 ausgeht! 
Laporte [65], MAssEy und CorBEN [66] sowie GUNN [67] berechneten 
fiir denselben ProzeB einen Spinfaktor zur relativistisch korrigierten 
RUTHERFORD-Formel 
i 


ON TE st 


(siehe auch [68] und [21]), woraus im Grenzfall hoher Teilchenge- 
schwindigkeiten das héchst merkwiirdige, physikalisch unverstandliche 
Ergebnis folgt: 


sin? 9 (15.4) 


I Ze% \ 
Miata d (Ses 0 ise (23) me ( s | ete" (9/2) 2.0 iit. sea 
B—1 
(15.5) 


Wie ist dieses befremdliche Ergebnis zu erklaren? Die Vermutung von 
CORBEN und SCHWINGER [69], es liege an der Beschrankung auf die 
erste Bornsche Naherung, ist nicht stichhaltig, denn SAUTER ({70], {71]) 
fand aus der Drrac-Gleichung in erster BorNscher Naherung denselben 
Wert fiir den Spinfaktor von Spin 1/2-Teilchen wie Mott [72] durch 
strenge Berechnung und der Verfasser ({9], [21]) nach oben zitierter 
Formel aus der DrraAc-Gleichung zweiter Ordnung in erster BoRNscher 
Naherung, namlich 

f (1/2, 8, 0) = 1 — £* sin? (3/2) (15.6) 
Daher ist zu vermuten, daB die PRrocAschen Wellengleichungen fiir 
vektorielle Spin 1-Teilchen unzutreffend sind und durch geeignetere 
Wellen-Gleichungen fiir Spin 1-Teilchen zu ersetzen waren, etwa durch 
die von Cap und Verfasser vorgeschlagenen Wellengleichungen vom 
Typ (14.5) ~ (14.6) + (14.7), die mit (7.2) ~ (7.11) identisch sind. 
Daher sind auch die Divergenzschwierigkeiten in der neu vorgeschlagenen 
Theorie nach Cap und Verfasser geringer zu bewerten, als die in der 
vektoriellen und pseudovektoriellen Theorie nach PRocA und KEMMER; 
denn das unverstandliche Ergebnis bei der CouLomB-Streuung ent- 
steht durch das divergente Verhalten von lim /’(1,/, #), das in der neu 


b—1 


vorgeschlagenen Theorie wegfallt, d. h., re ue 8,0) ist nicht divergent. 


Herrn Prof. Dr. H. HONL, Freiburg (een danke ich herzlichst 
fiir sein reges, forderndes Interesse und fiir wertvolle, anregende Dis- 
kussionen; weiterhin méchte ich Herrn Doz. Dr. H. SALECKER, Stutt- 
gart, fiir wertvolle und interessante Diskussionen herzlichst danken. 

Weiterer Dank gebiihrt dem Kultministeri'um des Landes Baden- 
Wiirttemberg in Stuttgart, das durch finanzielle Hilfe die Durchfithrung 
folgender Arbeit ermdglichte. 
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Anmerkungen 


1 U geht aus U dadurch hervor, daB man U transponiert, das heiBt an der 
Hauptdiagonale spiegelt, und davon den konjugiert komplexen Wert nimmt. 

2 Man erhalt ohne viel zu rechnen die Wellengleichungen (13.29), wenn man ent- 
sprechend der Vorschrift (13.25) die Gln. (13.7) und (13.10) addiert und, wie es 
(13.25) verlangt, ansetzt: 

ai oe a Ve oe (+0) @ ee EAC UD 


UV —=50 = , v y— Ww v vy» 
(a) (=) (i ie (—0) z (+0) % (—0) @ 
U yA = WwW yA = U vA» v paw y= u ve 


3 Man erhalt ohne viel zu rechnen die Wellengleichungen (13.46), wenn man 
entsprechend der Vorschrift (13.26) die Gln. (13.7) und (13.10) in geeigneter Weise 
addiert oder subtrahiert und, wie es (13.26) verlangt, ansetzt: 


seal re Thy Pee a ; ye : 
pe ) fet er pee At) fae es ie : C7 va gees 4 Us 
A) (=) (—1) (—0) ¢ (+0) ¢ —0)z 
v yA = WwW vA = 4 vAs = v ie —) ; Warer Me 


Kinige Bemerkungen zum Uhrenparadox 
Von 


Otto Bergmann 


Abteilung fiir Physik der Universitat in Neu England, Armidale, N.S.W. Australien 


(Eingegangen am 21. Mai 1957) 


Zusammenfassung 


In der Einfiihrung zu dieser Arbeit wird das Problem des Zeitunterschiedes 
zweier Uhren, die zweimal in ihrer Geschichte raumlich koinzidieren, kurz im 
Rahmen der speziellen Relativitatstheorie behandelt. Im nachsten Abschnitt 
werden unendlich kleine Schwingungen in einem geodatischen Koordinatensystem 
im Rahmen der allgemeinen Relativitatstheorie untersucht und der Zeitunterschied 
einer im Ursprung ruhenden Uhr und einer Uhr, die diese Schwingungen ausfiihrt, 
berechnet. Im folgenden Abschnitt wird dasselbe Problem fiir eine elektrisch ge- 
ladene Uhr betrachtet, wobei auBer dem Gravitationsfeld ein konstantes magne- 
tisches Feld angenommen wird. Zum AbschluB wird eine mégliche und bisher nicht 
beachtete Definition einer idealen elektrisch geladenen Uhr kurz untersucht. 


1. Der Problemkreis in der speziellen Relativitaétstheorie 


Eine punktformige Uhr kann mathematisch durch eine zeitférmige 
Weltlinie beschrieben werden, deren Punkte durch Parameterwerte 
unterschieden werden, die direkt die Zeigerstellung der Uhr angeben. 
Natiirlich ist dann diese Parametrisation vor jeder anderen ausge- 
zeichnet. Eine Uhr, die in ihrem Ruhsystem direkt die vier-dimensionale 
Weltdistanz mit, nennen wir eine ideale Uhr. Auf Grund der LORENTZz- 
Invarianz erhalt man dann unmittelbar den Zeitablauf einer gleich- 
maBig bewegten Uhr, die bekanntlich gegentiber einer ruhenden nach- 
lauft: die Zeitdilatation. Nattirlich sind zu diesem Vergleich min- 
destens zwei ruhende Uhren erforderlich, die mittels Lichtsignalen, 
deren Geschwindigkeit den bekannten universellen Wert haben, syn- 
chronisiert wurden. Es besteht aber gar kein Grund, diese Betrach- 
tungen auf gleichférmig bewegte Uhren einzuschranken. Allein die 
Tatsache, daB es eine widerspruchsfreie relativistische Dynamik gibt, 
obgleich sie nicht alle Erfahrungen zu beschreiben gestattet, zwingt uns, 
beschleunigte Partikel und Uhren in Betracht zu ziehen. Die willkir- 
liche Bahn einer Uhr kann man sich aber aus den Sektoren der Bahnen 
von unendlich vielen, gleichformig bewegten Uhren zusammengesetzt 
denken, von denen die -te dieselbe Zeigerstellung wie die (7 + 1)-te hat, 
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wenn beide Uhren raumlich koinzidieren. Der mégliche Effekt der Be- 
schleunigung ist dann begrifflich ausgeschaltet. Eine ideale Ubr im be- 
schleunigten Zustand wird man natiirlich in diesem Sinne definieren. 
Schreiben wir den Bewegungszustand in einer willkiirlichen Parameter- 
darstellung X(t) (x = 0, 1, 2, 3), so wird der Zeitablauf zwischen zwel 
Punkten X*%(t,) und X(t.) mit den respektiven Zeigerstellungen s, 
und s, durch 


Ty 


Sif = = | aT (Sap Xe Xsy1P (1) 


gegeben. In der letzten Gleichung bedeuten X* = dX%/dt und gqyp ist 
hier die galileische Metrik, die wir kiinftighin mit 0,, bezeichnen wollen 
(Oo = — Or = — Ong = —~053 = J): Charakteristisch fiir diese De- 
finition einer idealen Uhr ist, daB ihre Periode unabhangig von ihrer 
Geschichte ist. 

Man kann natiirlich auch andere Koordinatensysteme einfiihren, 
zum Beispiel ein solches, in dem die Uhr dauernd ruht. Da man schon 
seit langem in physikalischen Problemen mit Koordinatensystemen 
operiert, in denen die CHRISTOFFEL-Klammern nicht verschwinden, zum 
Beispiel Polarkoordinaten, obwohl der Raum als eben vorausgesetzt 
wird, diirfte es schwer sein, irgendwelche Argumente gegen den Ge- 
brauch beliebiger Koordinatensysteme in der speziellen Relativitats- 
theorie vorzubringen. Man mu8 dann natiirlich den metrischen Tensor 
des neuen Koordinatensystems in (1) einsetzen und die Weltlinien- 
funktionen X%(t) in das neue Koordinatensystem umrechnen. 

Da der Wert des Integrals (1) fiir gegebene Endpunkte von der tat- 
sachlichen Bahn langs der die Uhr wandert abhangt, wird die Zeiger- 
stellung der Uhr im Endpunkt doch von ihrer Geschichte abhangen, 
nicht aber ihre Periode, und zwei Uhren die einen gemeinsamen Anfangs- 
punkt in verschiedener Richtung oder mit verschiedenen Geschwindig- 
keiten verlassen, werden im allgemeinen verschiedene Zeiten bei ihrem 
Wiedertreffen anzeigen. Der gemessene Zeitablauf beider Uhren und 
daher auch der Unterschied der Zeitablaufe wird aber unabhangig von 
der Wahl des Koordinatensystems sein. 

Auch wenn man also an ein ,,absolutes Raum-Zeit-Kontinuum“ im 
Sinne der speziellen Relativitatstheorie glaubt, wird man annehmen 
miissen, da die charakteristische Periode eines Atoms, das bekanntlich 
eine ideale Uhr darstellt, verschieden ist, je nachdem ob das Atom mit 
der Sonne oder mit der Erde ruht. Bezeichnen wir diese GréBen mit 
AT Sonne UNd AT ryae, beziehungsweise und nehmen wir fiir die Erdbahn 


eine kreisfoérmige Bahn mit Radius @ und Winkelgeschwindigkeit @ an, 
so erhalten wir 


A I Srde =/ lL coame (1 — ke wt (2) 


Der numerische Wert des zweiten Ausdruckes unter der Quadrat- 
wurzel ist ungefaéhr 10-8 und daher praktisch vernachlissigbar. Wir 
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haben dabei vorausgesetzt, daB die Sonne in dem ,,absoluten Raum- 
Zeit-Kontinuum® ruht oder sich in gleichférmiger Bewegung befindet. 
Das Ruhsystem der Erde ist dann kein Inertialsystem und die Licht- 
geschwindigkeit wird nicht den universellen Wert haben. Wir kénnen 
daher auch nicht von den Perioden in (2) auf die Wellenlangen nach der 
Formel Ay = 1 schlieBen, da diese Beziehung wohl in dem Ruhsystem 
der Sonne, nicht aber in dem Ruhsystem der Erde gilt. Natiirlich sind 
diese Abweichungen von den, aus den Newronschen Begriffen des 
Raum-Zeit-Kontinuums abgeleiteten Gleichungen AuBerst klein und 
auBerdem wohl bekannt. Wir wollen uns daher mit diesen Problemen 
nicht weiter beschaftigen und im nachsten Abschnitt unendlich kleine 
Schwingungen in der allgemeinen Relativitaétstheorie betrachten. 


2. Unendlich kleine Schwingungen in der allgemeinen Relativititstheorie 

In der allgemeinen Relativitaétstheorie wird die Aquivalenz aller 
Koordinatensysteme angenommen. Der angezeigte Zeitablauf einer 
idealen Uhr wird wieder durch das invariante Integral (1) gegeben, aber 
der metrische Tensor kann nicht mehr willkiirlich auf den galileischen 
Tensor reduziert werden, sondern muB aus den  EINSTEINschen 
Gleichungen 


Rip 5s So R= — Dp (3) 


two) — 


berechnet werden. Wahrend wir im vorigen Abschnitt beliebige Be- 
wegungszustande von Uhren betrachteten, wollen wir hier annehmen, 
daB die idealen Uhren wie neutrale Massenpartikel geodatische Welt- 
linien besitzen, das heiBt, daB die GréBe s in (1) einen stationaren Wert 
fiir die tatsachliche Bahn annimmt. 

Man kann leicht sehen, da8 es mdglich ist, daB zwei geodatische 
Linien sich zweimal iiberschneiden und daB die Entfernung langs der 
beiden Linien zwischen den Uberschneidungspunkten fiir beide Uhren 
verschieden ist. Da aber diese Entfernungen invariant sind, spielt die 
Wahl des Koordinatensystems keine Rolle und die Bezeichnung ,,Uhren- 
paradox‘ ist daher auch ungerechtfertigt. Damit ist aber das Problem 
noch nicht gelést, da man gerne den Zusammenhang zwischen dem 
Zeitunterschied der beiden Uhren und den geometrischen Eigenschaften 
des Raumes oder den Eigenschaften der physikalischen Systeme, die die 
Geometrie bestimmen, kennen méchte. Dieses Problem kann natiirlich 
nicht in allgemeiner Form gelést werden; ein einfacher Fall aber, die 
unendlich kleinen Schwingungen einer Uhr in der Umgebung eines 
Punktes, in dem ein lokales geodatisches Koordinatensystem eingefiihrt 
wurde, laBt sich unter bestimmten Voraussetzungen leicht lésen. Wir 
wollen uns nun diesem Problem zuwenden. 

Bekanntlich kann man immer geeignete Transformationen finden, 
so daB der metrische Tensor in einem Punkt die Entwicklung 


1 ru Xe 
Si = Os ae 2 Sab, ww DOD ee (4) 
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zulaBt, worin 6,, die schon erwahnte galileische Metrik darstellt. Wir 
wollen auBerdem den Ursprung des Koordinatensystems in diesen aus- 
gezeichneten Punkt legen. Die CHRistorFEL-Klammern besitzen dann 
die Entwicklung 


oa i 
| == By Od (Sup, vx = SvB, i Suv, px) ACE a Bagh (5) 
uu 2 
und der Kriimmungstensor 


lee. : 
Bey as > 6x8 (vg, WI Sieh = SAB, py ae Sua, pr) + dies (6) 


aus dem man leicht den R1EMANNschen Tensor ableiten kann 
Reuva = Ong Be ah + aa (7) 


Dieser Tensor ist schiefsymmetrisch sowohl in den ersten beiden 
Indizes Bu als auch in den letzten vA und bleibt auBerdem ungeandert 
bei einer zyklischen Vertauschung der drei Indizes u,v, A. Der Ricci- 
Tensor 

Rap = BA yap = ol Rrcwp (8) 
ist daher symmetrisch. 

Wenn wir nun ein neues Koordinatensystem X%’ durch 


l 
OO ea (9) 


einfiihren, so kénnen wir mit geeignet gewahlten C%,,,, die obigen Ent- 
wicklungen noch wesentlich vereinfachen. Man sieht sofort, daB uns 
80 unabhangige Koeffizienten zur Verfiigung stehen. 

AuBerdem k6nnen wir noch eine, von sechs unabhangigen Para- 
metern abhangige LORENTZ-Transformation 


xX j = D*, Xb 
Oxf De De = One 


ausfiihren. Beide Transformationen (9) und (10) lassen den galileischen 
und geodatischen Charakter des lokalen Koordinatensystems unberiihrt, 
das heiBt, daB auch nach Ausfiithrung dieser Transformationen der 
fiuhrende Term in (4) durch 6, gegeben sein wird und keine linearen 
Terme in X*% auftreten werden. 

Der metrische Tensor lautet nach Ausfiithrung der Transformation (9) 


(10) 


1 aia 
Pp oa Ou a oy (Sas, jy Copvp i$ C pura) ALE AY (11) 
wobei die zu (9) inverse Transformation 
x ad) 1 7ul Wl Ban Hs 
XX — CF ua XH AP A (12) 


bentitzt wurde und die GréBen C,,,»g durch 


Cae = Ona Ca (13) 
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definiert sind. Fiir die Curistorrer-Klammern folgt 


J x 1 } 7 RI 

a = 5 0% (Sub, va + vp, wa — Sym, 61 — 2 C oyna) X? (14) 
wahrend die Gleichung (6) von der Transformation (9) nicht betroffen 
wird. 

Man kann sich die Willkiir der Koeffizienten C%,,, in verschiedener 
Weise zu Nutze machen. Fiir unsere Zwecke ist es am vorteilhaftesten, 
diese GréBen so zu wahlen, da8 die Komponenten des metrischen 
Tensors und der CuristorFEL-Klammern in der gewahlten Naherung 
unabhangig von der Zeit X° werden. Wir wahlen zu diesem Zweck 


bo] 


CPs Be gee (eam ao — Sap, vo — Say, i) (15) 


das sind die 40 Koeffizienten, in denen mindestens einer der drei Indizes 
juvd in (9) den Wert Nullhat. Man iiberzeugt sich, da8 die 40 Gleichungen 
unabhangig sind und daher keine Nebenbedingungen fiir die gg ,,, ent- 
halten. Die Wahl (15) kann also fiir jeden RieEMANNschen Tensor ge- 
troffen werden. Man beweist sehr einfach, daB die Komponenten des 
metrischen Tensors tatsdchlich zeitunabhangig werden und findet be- 
sonders 
Rive =] ae DS noyh Aes OE i DIG-d (16) 
worin die lateinischen Indizes die Werte 1, 2,3 annehmen k6énnen. Da 
wir im folgenden nur dieses zeitunabhangige Koordinatensystem be- 
nmiutzen wollen, werden wir in Zukunft die Striche, die wir zur Unter- 
scheidung der Tensorkomponenten in dem neuen Koordinatensystem 
einfiihrten, weglassen. 
Die Bewegung einer Partikel errechnet sich aus dem Integralprinzip 


worin wir fiir g,g den Wert (11) mit (15) einzusetzen haben. Die Kon- 
stante m bedeutet die Masse der Partikel. 
Da der Integrand in (17) unabhangig von X° ist, lautet eine EULER- 
LaGRANGE-Gleichung 
M Lon X% (oe Xv X”)-l2 = const. = 1] (18) 
und wenn wir den Parameter so wahlen, da 
Luy XU X=] (19) 
gilt, wofiir wir dann s an Stelle von t schreiben, was in Ubereinstimmung 
mit der Bezeichnung in (1) ist, erhalten wir fiir (18) 
M Lon Xt = 1): (20) 
Aus den beiden Gleichungen (19) und (20) folgen zwei Gleichungen 
fiir X° 
Xe a Cobre (n/m — §on x") = (1 — Sum a i) (q/m ae Son Pe (21) 
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und daraus der ,,Energiesatz” 
(Poe Snm — Son eg) VED oi = (n/m)? (22) 


worin wir jedenfalls den zweiten Ausdruck der linken Seite vernach- 
lassigen kénnen, da er von vierter Ordnung in den Koordinaten ist. 


Sum Xe Mee x 1 — (n/m)? ; Si" (23) 

Abgesehen von der Vernachlassigung dritter und héherer Potenzen 

von X* waren unsere Betrachtungen noch allgemein und exakt. Wir 

wollen nun aber auch Glieder der Form X” X” X? vernachlassigen. Der 

Giiltigkeitsbereich dieser Naherung soll spater untersucht werden. 
Gl. (17) lautet nun 


6 | dsm lee xo a Oo Xn Xm == (fp (24) 


und die Bedingung (23) 
WMP Bco egil aa Ou (25) 
Wegen (21) und (25) ist der Integrand in (24) gleich eins, wie es 
natiirlich bei Wahl der Eigenzeit als Parameter sein muB. Die EULER- 


LAGRANGE-Gleichungen nehmen nun eine sehr einfache Form an. Mit 
(16) findet man 


Ne (n/m)? - 6M? ees xXx” —0 (26). 

wegen der Symmetrie hij Ronen: 
Wir wollen nun eine spezielle Transformation der Form (10) an- 
wenden, namlich eine drei-dimensionale Drehung, deren Koeffizienten 


so gewahlt werden, daB die Tensorkomponenten Romo, Diagonalform 
annehmen. Wir schreiben 


loron ae sor Ona Rin) (27) 


Wir wollen annehmen, da wenigstens einer der drei Werte Rw) 
positiv ist und betrachten eine lineare Bewegung in der Richtung der 
Koordinate mit positivem FR, Wir wollen den ausgezeichneten Tensor- 
index in den folgenden Gleichungen weglassen. Diese Bewegung ist dann 
durch 

X= Csinyim /R- s (28) 
gegeben, worin eine Phasenkonstante willkiirlich Null gesetzt wurde. 
Setzen wir diese Lésung in (21) ein, so finden wir eine Beziehung zwischen 
dem Zeitablauf einer im Ursprung ruhenden Uhr und einer Uhr, die die 


oben erwahnten Schwingungen mitmacht. In unserer Niaherung 
lautet (21) 


X° = nlm+ (1 — R X2) (29) 


und fiir den betrachteten Bewegungstyp (28) ergibt sich dann 


= ike betwee = 
xX = (1 J xc) m+ Lee PRsin2nim-YR-s (30) 
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worin wir angenommen haben, da beide Uhren iibereinstimmen, wenn 
X° = 0. Wenn die schwingende Uhr zum erstenmale fiir positives X° 
zum Ursprung zuriickkehrt, zeigt sie den Wert 


te 
s, =ma|(n )R) (31) 
wahrend die ruhende Uhr um den Betrag 


fortgeschritten ist. Der Unterschied der beiden Uhren nach einem 
halben Umlauf ist also 


X(s,) —s, =a///R , — (m|n) — - R c4 (33) 


Wir kénnen nun aber die Konstante 7 mit Hilfe von (25) eliminieren. 
Setzen wir (28) ein, so folgt 
min =(L— CAN (34) 
Damit ergibt sich dann aber fiir (30) 


; Ee ase = I 
Xe=s+—7c/R sin2 |/R [i+ brct}-s (35) 
und fiirs<s, 
1 
ens (1 m ciann lta r| (36) 


Aus (28) ersieht man aber, daB C? R gerade die Anfangsgeschwindigkeit 
der Partikel im Ursprung ist. Gl. (36) ist also nichts anderes als die be- 
kannte Formel fiir die Zeitdilatation fiir kleine Geschwindigkeiten. 

Aus (35) und (31) ersieht man, da beide Uhren nach einem halben 
Umlauf iibereinstimmen werden, im Gegensatz zur iiblichen Meinung. 
Besonders tiberraschend diirfte aber die Tatsache sein, daB die bewegte 
Uhr auch dann mit der im Ursprung ruhenden iibereinstimmt, wenn sie 
vom Ursprung am weitesten entfernt ist, sich also momentan in Ruhe 
befindet. 

Die Zeigerstellungen der bewegten und der ruhenden Uhr mégen be- 
ziehungsweise mit 

. Sp =105 ES(Sy)) it (37) 

bezeichnet werden. Dann ergibt sich kurz vor Riickkehr der bewegten 
Uhr, also fiir kleine o und t 


rao{1+ herr}. (38) 


Die bewegte Uhr geht dann wieder langsamer, wie es natiirlich in einem 
fast galileischen Koordinatensystem sein muB. 

Diese Resultate sind keineswegs tiberraschend, wenn man bedenkt, 
daB die oft angefiihrte Bedingung fiir eine ideale Uhr, namlich daB eine 
Beschleunigung keinen EinfluB auf ihren Gang haben soll, in der all- 
gemeinen Relativitaétstheorie natiirlich sinnlos ist. 
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Aus der Definition des Ricci-Tensors (8) und der Formel (27) folgt 


Ram ai ae On Rn) =e BP om 


(39) 
Roo = —(Ray + Re) + Re))- 


Die Spur dieses Tensors 
R%, = Bryn — 2 (Ry + Rey + Ro) (40) 
ist nach (3) gleich der Spur des Energie-Impuls-Tensors. Die Energie- 
dichte ist 


1 
(Noe Saree 4l 
w= 5 (41) 


und daraus folgt die Beziehung 
Te 2 Tog Ped oo = — 2) ot a) (42) 


aus der ersichtlich ist, daB unsere Bedingung, da ein Ri, positiv sein 
soll, jedenfalls nicht der physikalischen Bedingung 7, > 0 wider- 
spricht. 

Wir wollen zum AbschluB dieses Abschnittes die Giiltigkeitsgrenzen 
unserer Formeln untersuchen. Die Vernachlassigung der dritten und 
héheren Potenzen von X” kann offensichtlich immer durch Einschran- 
kung der Amplituden C gerechtfertigt werden. Insbesonders haben 
wir R C2 als sehr viel kleiner als eins angenommen. Nun ist aber das 
Quadrat der Geschwindigkeit mit (28) auch von derselben Gréfen- 
ordnung da 4/m von der GréBenordnung eins ist. Die gemachten An- 
naherungen entsprechen also einer nicht-relativistischen Ndaherung. 
Die héheren Gleder der Entwicklung des metrischen Tensors werden 
aber auch zeit-abhangige Terme enthalten und wir miissen daher ver- 
langen, daB diese Glieder keine merklichen Beitrage wahrend einer 
halben Periode liefern. Fir ein statisches Feld ist diese Bedingung 
natiirlich trivialerweise erfiillt und im allgemeinen Falle kann man sie 
durch Angabe einer unteren Schranke fiir \R befriedigen. Die Ampli- 
tude C mu dann natiirlich umso kleiner gewahlt werden. Die Vernach- 
lassigung der quadratischen Terme in den Koordinaten, die mit der Ge- 
schwindigkeit multipliziert sind, ist sicher gerechtfertigt, da diese Aus- 
driicke die Amplituden in dritter und héherer Naherung enthalten. 
AuBerdem verschwindet die Geschwindigkeit immer dann, wenn die 
Entfernung der Partikel am gréBten ist. 

Diese Ergebnisse kénnen nun leicht auf die ScHwarzscHiILpsche 
Lésung angewendet werden. Wir verwenden hier nur die asymptotische 
Form in groBer Entfernung von der Masse M in isotropen Koordinaten! 


(ds)? = (1 — 2 M/g) (4X°)? — (1 + 2 MJo) (dX)? + (dX)? + (dX2)2] 
g = (X92 + (X22 + (x9)2]2 (43) 


; ' Siehe zum Beispiel A. S. Eppincton, The Mathematical Theory of Relativity, 
Cambridge University Press, Second Edition 1924, p. 93. 
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Die Komponenten des RrEMANNschen Tensors wurden von KOHLER? 
in Polarkoordinaten abgeleitet und nach Transformation in das isotrope 
Koordinatensystem erhalt man fiir die uns hier interessierenden Kom- 
ponenten 


Rowor = Mle® [2 (X2)* — (X22 — (X9)2 
Roigg =o 0" XA FX sw. (44) 
Wir miissen nun diesen Tensor in der Umgebung des Punktes X% 


entwickeln und ein geodatisches Koordinatensystem einfiihren. Dazu 
dient die Transformation 


NO Xi nl M/o)'2 (X° — Xo) + 


110s ee . 
= DOP DA OE NG 
a 2 lepfe 0) ( 0) 


Xn’ — Xq' = (1 + 2 M/o)"2 (X" — XG) + 
1 { nN | 
Mic oem a (a 4 
+5 ap], 22 — X0) (xP — 5 a 


die aber in der von uns betrachteten Naherung die Ausdriicke fiir den 
RIEMANNschen Tensor im Punkte Xo nicht beeinfluBt. Das heiBt, daB 
dieser Tensor im Punkte X9 durch (44) gegeben ist, worin wir nur 
X” durch X69 zu ersetzen haben. Die Striche lassen wir wieder der 
Kiirze halber weg. Wir miissen nun die Tensorkomponenten Ronom 
auf Diagonalform bringen. Wahlen wir fiir Xo speziell (X, 0,0), so 
verschwinden alle Glieder auBerhalb der Diagonale und mit (27) er- 
halt man 

Ray 2X 

ai hija) se 

Nach dem vorhin Gesagten, kénnen also Schwingungen in der Rich- 
tung der Verbindungslinie der zentralen Masse mit dem betrachteten 
Aufpunkt vorkommen. 

Da die Masse der Sonne gleich 1,5- 10° cm betragt, und die Ent- 
fernung der Sonne von der Erde im Mittcl 1,5- 101° cm ist, folgt fiir die 
Kreisfrequenz der Schwingungen, die von der Sonne in der Entfernung 
der Erde verursacht werden, ungefahr 3- 10~7 sec~?.. Das Gravitations- 
feld der Erde ist dabei natiirlich vernachlassigt. Betrachten wir dagegen 
nur dieses, so ergeben sich auf der Erdoberflache Schwingungen mit der 
Kreisfrequenz 2-10~* sec-1. Fiir eine Amplitude von C = 1 mn, er- 
gibt sich aus (28) eine Anfangsgeschwindigkeit 2- 10~* cm sec~! fiir die 
von der Sonne verursachten Schwingungen und eine Anfangsgeschwin- 
digkeit von 1,5- 10-4 cm sec~! fiir die von der Erde auf der Erdober- 
flache verursachten Schwingungen. 


(46) 


2 M. Kourer, Z. f. Phys. 130, 139 (1951). Da Kohler das Linienelement ver- 
schieden definiert, miissen wir die von ihm angegebenen Komponenten des 
RiEMANNschen Tensors mit —1 multiplizieren. 


to 
Or 


Acta Physica Austriaca. Bd. XI/3. 
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3. Eine elektriseh geladene Uhr im konstanten Magnetfeld 


Ein konstantes magnetisches Feld der Starke B in der X? (= Z)- 
Richtung in einem geodatischen Koordinatensystem kann aus dem 
Vektorpotential 


1 il 
Ag =a 0, Te i le A,= 7 BX, wee) (47) 


abgeleitet werden. Wir wollen hier nicht die strenge Lésung der kom- 
binierten E1NnsTeINschen und Maxwettischen Gleichungen fir ein 
Magnetfeld der Form (47) beniitzen, sondern die Komponenten des 
Ricci-Tenors in allgemeiner Form wie in dem vorigen Abschnitt be- 
lassen. Da die Metrik des Raumes im allgemeinen auch von benach- 
barten schweren Massen beeinfluBt sein wird, werden keine iiber- 
fliissigen Parameter in den Endergebnissen aufscheinen. Allerdings 
miiBte gezeigt werden, daB die Annahme (47) in der strengen Theorie 
moéglich ist. Da aber eine Entwicklung des Vektorpotentials in eine 
Tay Lor-Reihe sicher erlaubt ist und quadratische Glieder, wie wir 
gleich sehen werden, in unseren Naherungen vernachlassigbar sind, 
k6nnen wir (47) fiir unsere Zwecke benutzen. 
Die Bewegung einer geladenen Partikel kann aus 


ty) | dt {Mm (Lap X* XA2 —_ @ A, X44 = 0 (48) 


abgeleitet werden. Da der Integrand wieder zeit-unabhangig ist und der 
zweite Ausdruck unabhangig von X ist, gelten die Gln. (18) bis (22) 
auch hier. Vernachlassigen wir wieder die mit der Geschwindigkeit 
multiplizierten quadratischen Terme in den Koordinaten, wodurch (47) 
nun gerechtfertigt ist, so erhalten wir 


| ds \" eo x0? ait ee Xn Xm jue bn 


1 ‘ . 

+ = eB [(X¥) (X2) — (X%) a} =0 (49) 
wahrend die Gl. (25) ungeandert bleibt. Wir wollen hier nur Bewegungen 
in der X-Y-Ebene betrachten und der Einfachheit halber 

Ry = Re =R (50) 


annehmen. Die Bewegungsgleichungen lauten in kartesischen Koordi- 
naten 


ee n2/m2- R-X —elm-B-Y=0 
Y + 92/m?-R-YV + elm-B-X=0 (51) 


aus der die Losungen 


Do Usman 


Yes Vicosim.s 52) 


folgen, worin wir eine Phasenkonstante willkiirlich Null gesetzt haben. 
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Die Kreisfrequenz ist durch 


— w?+7?/m?>R= +elm-B-aw (53) 
gegeben und die Amplituden folgen dann entsprechend 
U=+7V (54) 


Aus (53) und (54) folgt dann die allgemeine Lisung, die aus einer 
Linearkombination von Ausdriicken (X,, Y,) und (X,, Y,) aufgebaut 
ist, worin (X,, Y,) von der Form (52) mit 

@, = Bel2m- (1+ {1+ (2y/Be)?+ R}P] 
U,= +7, (55) 
ist und (X,, Y,) entsprechend 
W, = Bel2m-: {1 + (2n/Be)?- RY2— 1] 
Oe (56) 
Fiir verschwindende Kriimmung reduziert sich die Lésung (55) auf 
die bekannte Kreisbewegung einer Ladung im konstanten magnetischen 
Feld, wahrend (56) in diesem Falle eine ruhende Ladung beschreibt. 
Zum Vergleich einer im Ursprung ruhenden Ladung mit einer, die 
diese Kreisbewegungen ausfiihrt, k6nnen wir wieder die Gl. (21) inte- 
grieren. Man erhalt unter der Annahme, da die Uhren tibereinstimmen, 
wenn X°==s5 — 0 


AOS) = (1 — i UA) s (57) 
Wir wollen wieder die Konstante 7 mit Hilfe von (25) eliminieren: 
(n/m)? = 1+ UR + w?). (58) 


Der Unterschied der beiden Uhren nach einer vollen Umdrehung der 
bewegten Uhr ist dann 
X°(s,) — sy = U7!@,5° (W%,5 — R). (59) 
Setzen wir (58) in (53) ein, so erhalten wir @,, als Funktion von U, 
zum Beispiel fiir w, 
wo, =e Bl2m- (1 + RU?) {1 + [1+ (2 m/e B)?- RI} (60) 
Fiir kleine Werte von R und U erhalt man daraus 
@, =e Bim: (1+ R(U? + m?/e? B®) | (61) 


und ahnlich fiir ay: 


, =m Rie B- (1 + RU?). (62) 
In derselben Naherung lautet die Gleichung fiir die Zeitdifferenz 
der beiden Uhren fiir die Bewegung mit Index 1: 
X%(s,) — s, =a U%e Bim (63) 
und fiir die Bewegung mit Index 2: 
KG) = Spee ee eB in. (64) 


Aus (52), (55) und (56) ersieht man, da die zwei méglichen Kreis- 
bewegungen verschiedenen Umlaufsinn haben. Nach (63) und (64) 
bleibt eine Uhr, die die Bewegung mit Index 1 ausfiihrt, gegeniiber einer 
ruhenden Uhr zuriick, wahrend eine entsprechend dem Typus 2 be- 


wegte Uhr einer ruhenden Uhr vorlauft. 
25* 
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Im allgemeinen wird die Bewegung 2 langsamer erfolgen da R ge- 
wohnlich eine kleine GréBe ist, wahrend ein Proton in einem magne- 
tischen Feld der Stirke 104 Gauss eine Kreisfrequenz von ungefahr 
108 sec! besitzt. Die Zeitdifferenz ist dann nach (63) 1078 sec. 

Die hier benutzten Kreisfrequenzen sind mit den von einem ruhen- 
den Beobachter gemessenen durch 


1 : 2 
On O |: c z U2(R — | (65) 


verkniipft. 


4. Zur Definition einer idealen, elektrisch geladenen Uhr 


Wir wollen zum AbschluB noch kurz eine mogliche Definition einer 
idealen Uhr, die eine elektrische Ladung tragt, behandeln. Unseres 
Wissens wurde diese Méglichkeit noch nirgends diskutiert und wir 
glauben daher mit dieser kurzen Betrachtung wenigstens eine logische 
Liicke zu schlieBen. 

Nach (1) zeigt eine ideale Uhr direkt die Weltdistanz an, die die Uhr 
seit Verlassen eines gewahlten Anfangspunktes zuriickgelegt hat. Diese 
Definition wurde gewahlt, weil die mit Hilfe solcher Uhren gemessene 
Lichtgeschwindigkeit stets und iiberall den Wert eins hat. Dabei 
miissen natiirlich auch ideale Ma®stabe verwendet werden, worauf wir 
aber nicht einzugehen brauchten. Diese Definition hat dann zur Folge, 
daB die Periode der Uhr unabhangig von ihrer Geschichte ist. Es ist 
naheliegend, dieselbe Definition auch fiir Uhren zu verwenden, die eine 
elektrische Ladung tragen, wie wir es im vorigen Abschnitt getan haben. 
Wir wollen nun aber eine andere Definition besprechen, die zwar auch 
die Eigenschaft der Unabhangigkeit der Periode von der Geschichte 
hat, die aber nicht den universellen Wert der Geschwindigkeit des 
Lichtes ergibt, wenn mit Hilfe solcher Uhren die Dauer von Licht- 
signalen gemessen wird. 

Schreiben wir wieder die Weltlinie in allgemeiner Parameterform 
X*(t), und bezeichnen wir die Zeigerstellung der Uhr im Punkte X%(z,) 
mit o, und die im Punkte X%(z,) mit og, so kénnen wir beispielsweise 


Ty 


ie | de {(gap XX") — efm- A, X3} (66) 


schreiben. Die Periode der Uhr hangt dann, abgesehen von der spezi- 
fischen Ladung der Uhr, nur von den Werten des metrischen Tensors 
und des Vektorpotentials im Weltpunkt der Uhr ab. 

Ein Einwand gegen diese Definition ist, daB sie nicht eich-invariant 
im Sinne der klassischen Elektrodynamik ist. Aber es ware natiirlich 
méglich, daB man mit solchen Uhren, sollten sie in Natur vorkommen, 


eine bestimmte Eichung des Vektorpotentials vor allen anderen aus- 
zeichnen k6nnte. 
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Mit den friiher eingefiithrten Bezeichnungen erhalt man fiir die Be- 
wegung in einem konstanten magnetischen Feld der Form (47) 


0, — 0, =(s,— Ss.) [l+eBUV w,,/2m] (67) 
und daher nach einem vollen Umlauf der bewegten Uhr 
X(o,) — o, = X%(s,) —s,; —me BUV|[m (68) 


da fiir die im Ursprung ruhende Uhr der zweite Ausdruck im Inte- 
granden in (66) verschwindet. An Stelle von (63) und (64) erhalt man 
XG) 60 (69) 

Die Behauptung, daB alle Uhren, deren Periode unabhangig von der 
Geschichte ist, notwendig das Uhrenparadox demonstrieren, ist also 
jedenfalls unrichtig. 

Ob die Definition (66) in einem gegebenen Falle die Richtige ist, 
]aBt sich leicht entscheiden, wenn solche Uhren mit verschiedener 
elektrischer Ladung vorhanden sind. Eine Weiterfithrung dieser Ge- 
dankengange wiirde offensichtlich wieder zu einer, allerdings relati- 
vistisch invarianten Athervorstellung der elektromagnetischen Er- 
~ scheinungen fiihren. 

Zum AbschluB méchte ich Herrn Dr. KurT LANDECKER fiir wertvolle 
kritische Bemerkungen danken. 
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An Approach to Modern Physies. Von E. N. pa C. ANDRADE. IX, 232 S. London: 
G. Bell and Sons, Ltd. 1956 25 s. 


Das Werk des Verfassers: ,,the Mechanism of Nature“, 1930, wurde fast zur 
Ginze neu bearbeitet und mit weiteren Kapiteln bereichert, was bereits durch 
einen neuen Titel angedeutet wird. Lediglich der Zweck des Buches bleibt der 
gleiche, namlich Nichtphysikern die moderne Physik in leicht verstandlicher Form 
naher zu bringen. Dem Verfasser ist dies wiederum ausgezeichnet gelungen. Im 
ganzen Werk findet sich (ausgenommen einige Zahlen) keine einzige Formel — 
um ja niemand abzuschrecken—, dagegen aber etliche sehr instruktive Bilder. 

Der Verfasser vermittelt die Entwicklung der physikalischen Forschung in den 
einzelnen Gebieten und stellt nebenbei die einzelnen Forscher vor. In den einzelnen 
Kapiteln werden hierbei folgende Probleme behandelt: Energie, Schwingung, 
Strahlung, Elektrizitat, feste und fliissige Stoffe, Quantentheorie, Atom, Atom- 
kern, Kernumwandlung und Unbestimmtheitsrelation. 

Das Buch kann allen, die sich bemiihen, die Ergebnisse der modernen physi- 
kalischen Forschung kennenzulernen, vor allem den Technikern und Natur- 
philosophen empfohlen werden. Daneben wird es den Studenten helfen, einen 
euten Uberblick zu gewinnen. Hy Ziner, (Graz 


Introduction to Electrical Applied Physics. Von N. F. Astpury. Mit Textabb., 
XI, 241 S. London: Chapman & Hall Ltd. 1956. 36s. 


Der Verfasser halt sich bereits an das von der Internationalen Elektrotech- 
nischen Kommission vorgeschlagene Mafsystem. Das Buch bringt die Grundlagen 
der Elektrotechnik in modernster Darstellung und weist auf die wichtigsten An- 
wendungen hin. Nach einer kurzen physikalischen Einleitung werden in je einem 
Wapitel das elektrische und magnetische Feld beschrieben, ein weiteres Kapitel 
behandelt die Maxwettschen Gleichungen. In weiterer Folge findet man die 
Regeln von Kircuuorr, Schwingkreis und Induktion sowie deren Anwendungen 
auf MeBgerate, Relais, Elektromagneten, Ferrite etc. Ein weiteres Kapitel be- 
inhaltet elektromechanische und elektroakustische Systeme. 

AbschlieBend kommt der Verfasser auf Elektronenstrahlen, deren Fokussierung 
und Ablenkung zu sprechen. Und wieder ist die Anwendungsméglichkeit sehr viel- 
seitig, was durch einige Beispiele wie Réhren, Kathodenstrahlgerate u. dgl. mehr 
illustriert wird, wobei auf die einzelnen Vorgange sehr genau eingegangen wird, 
Im Anschlu8 daran werden noch die elektromagnetischen Wellen und Strahlung 
kurz gestreift, soweit es fiir den Elektrotechniker interessant ist. 

Das Buch ist sehr iibersichtlich, dies trotz der relativ vielen Gleichungen und 
enthalt viele Zeichnungen. Es ist fiir alle Physiker und Techniker zu empfehlen, 


die einen Uberblick tiber den derzeitigen Stand der Elektrotechnik, im besonderen 


der Elektronik erhalten wollen. H. ZINGL, Graz 
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Friction and Lubrication. Von F. P. Bowpren und D. Tasor. Mit 58 Textabb., 
7 Tafeln, X, 150 S. London: Methuen & Co. Ltd.—New York: J. Wiley & Sons 
Ince I> O0 Oss. 6d 

Das Buch gibt eine einfache und klare Einfiihrung in die beiden Gebiete Reibung 
und Schmierung. Diese werden umfassend untersucht, die Vorgange bis ins 
einzelne erklart und an praktischen Beispielen vorgefiihrt. Doch werden nicht 
alle Materialien behandelt, sondern nur solche herangezogen, die fiir den betreffen- 
den Fall charakteristisch sind. Dabei werden verhaltnismabig oft Kupfer und Stahl 
berticksichtigt. Unter den Schmiermitteln werden vor allem neue synthetische 

Produkte und die Wirkungsweise ihrer Bestandteile angegeben. Auf die mathe- 

matische Behandlung ist bewuBt verzichtet worden, es wird alles rein qualitativ 

oder mit Diagrammen behandelt. Das Buch kann als gute Einfiihrung dienen, 
gentigt aber nicht fiir den, der in seiner Arbeit etwas mehr mit Reibung und 

Schmierung zu tun hat. Fir diesen sind am Ende jedes Kapitels mehrere Biicher 

und Artikel angegeben. B. SCHNIZER, Graz 


Elektrische und magnetische Potentialfelder. Von H. BucnHHorz. Mit 202 Textabb., 
XIX, 552 S.  Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1957. Geb. 
DM 72.—. 

Die Behandlung elektrischer und magnetischer Potentialfelder ist sowohl fiir 
den Techniker als auch fiir den Physiker von groBer Bedeutung. Der Verfasser 
behandelt Randwertaufgaben aus dem Gebiete der Elektrostatik, Magnetostatik 
und der elektrischen Str6mung und versteht es, in sehr verstandlicher Weise von 
den einfacheren zu den schwierigeren Problemen aufzusteigen. Dabei wurde der 
Methode der Partikularlédsungen der Vorzug gegeben, da sie eine einfache Hand- 
habung gestattet und duBerst leistungsfahig ist. Auch das Hochfrequenzfeld 
zwischen parallelen Leitern findet seine Behandlung, da es in guter Naherung 
ebenfalls als Potentialfeld angesehen werden darf. Von den in diesem Werk durch- 
gerechneten Aufgaben, sind besonders zu erwahnen: Zwei parallele Zylinder mit 
gleichartiger Ladung, die Punktladung vor einer Kugelkappe mit kreisf6rmiger 
Offnung und zwischen divergierenden Platten, die Stromspule in einem aufge- 
schlitzten Ringkérper und der stromdurchflossene Leiter in Hohlkanalen ver- 
schiedener Querschnittsform innerhalb vollkkommen permeabler Kérper u. a. m. 
Nach einer kurzen Ubersicht iiber die physikalischen Grundgesetze werden die 
mathematischen Hilfsmittel fiir die Integration der Lapiace-Gleichung bereit- 
gestellt. Hier nimmt die Wahl des zweckmaBigsten Koordinatensystems unter be- 
sonderer Beriicksichtigung der krummlinigen orthogonalen Koordinaten natur- 
gema einen breiten Raum ein. Auch die GRrEENschen Satze und GREENschen 
Funktionen sowie die konforme Abbildung werden ibersichtlich dargestellt. 
Dann wendet sich der Verfasser der Erérterung elektrischer Felder zu, wobei zu- 
erst die ebenen und dann die raumlichen elektrischen Felder behandelt werden. 
Hier sei besonders auf die sehr schéne Darstellung des Breitbandkabels in allen 
seinen technisch wichtigen Anordnungen hingewiesen. Dann folgen raumliche, 
magnetische und hochfrequente Felder. An diese schlieBen sich die ebenen magne- 
tischen Felder an, denen ein besonders groBer Raum zugewiesen wurde. Aus der 
Fiille des Materials seien die Behandlung des Luftspaltfeldes der Vollpolmaschine 
und das Kraftespiel am Laufer hervorgehoben, welche besonders in der modernen 
Technik einen wichtigen Platz einnehmen, Auch die Ableitung der Formel fiir die 
komplexe Potentialfunktion unter Zuhilfenahme der Jacospischen Zeta-Funktion 
sei erwahnt. Den Abschlu®B bildet ein sehr lesenswerter mathematischer Anhang, 
der speziellen mathematischen Formeln gewidmet ist, die im Text gebraucht 


werden. Eine Anzahl Tabellen iiber wichtige Funktionen sowie ein ausfiihrliches 
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Literaturverzeichnis und Sachverzeichnis runden das Werk in iibersichtlicher 
Weise ab. Es kann allen auf diesem Gebiet arbeitenden Technikern und Physikern 
bestens empfohlen werden. P. URBAN, Graz 


Leitfaden der geometrischen Optik und des Optikrechnens. Mit praktischen Auf- 
gaben. Von J. Friccr. (Studia Mathematica: Band XI.) Mit 119 Textabb. 
und zahlreichen Tab., 202 S. Géttingen: Vandenhoek & Ruprecht. 1956. 
Geb. DM 19.80. 

Das Buch fallt weitgehend aus dem Rahmen sonst tiblicher Darstellungen der 
geometrischen Optik heraus. Physikbiicher sind oft zu anschaulich und auf 
Plausibilitat bedacht, oder stoBen mit Hilfe des Eikonals bis zu den Bildfehlern 
dritter Ordnung und weiter vor; beides wird der Sache wenig gerecht. Spezial- 
werke bringen dem, der sich nur grundsatzlich und mehr am Rande fiir das Thema 
interessiert, zuviel. Im vorliegenden Buch wird ein Mittelweg beschritten. 

Breiter Raum ist der Berechnung der die Abbildung im achsnahen Gebiet 
bestimmenden Gr6éGen (Brennweite, Haupt- und Brennpunkte) gewidmet, Strahl- 
durchrechnung bei der einzelnen brechenden (spiegelnden) Flache, bei mehreren 
zentrierten Flachen, und was dann genau so geht, bei Linsen und Linsensystemen. 
Praktische Gesichtspunkte stehen im Vordergrund, theoretische Entwicklungen 
sind stets durch Zahlenbeispiele erganzt. Zusammen mit einem Abschnitt uber 
Strahlenbegrenzung ist so der Grund zu einem prinzipiellen Verstandnis der Wir- 
kungsweise optischer Instrumente gelegt. Ktirzer, teilweise auf die Herleitung 
zu verwendender Beziehungen verzichtend, ist das letzte Drittel tiber Bildfehler 
abgefaBt. Es wird ein etwas weiterfiihrender Einblick, doch keine umfassende 
Theorie gegeben. AnschlieBend die vollstandige Strahldurchrechnung eines drei- 
linsigen Anastigmaten (30 Seiten Tabellen) und fiir den fleiRigen Leser 21 Ubungs- 
aufgaben mit Lésungen. 

An einigen Stellen im Text werden mathematische Beziehungen aus Figuren 
abgelesen, was den Vorteil gr6Berer Anschaulichkeit hat, aber nicht immer klar 
die Ordnung der verwendeten Naherung erkennen 1a8t, mehr ist kaum zu be- 
mangeln. Die mathematischen Anforderungen gehen nicht wber Trigonometrie 
und Analytische Geometrie hinaus. Zusammen: Eine ausgezeichnete Einfitihrung 
in die geometrische Optik. H. NEvER, Graz 


Physik fiir Krankenpflegeschulen und das medizinisch-technische Personal. Von 
G. Fucus. Mit 100 Textabb, 212 S. Wien: Briider Hollinek. 1956. S. 75.—, 
geb. S 85.—. 

Bei der Darstellung der Physik fiir eine bestimmte Berufsgruppe ergibt sich 
immer die Schwierigkeit der Auswahl des rein physikalischen Stoffes und seines 
Verhaltnisses zu den geforderten praktischen Anwendungen. In der vorliegenden 
, Physik fiir Krankenpflegeschulen und medizinisch-technisches Personal scheint 
das aber — vielleicht mit einer kleinen Einschrankung im Kapitel Mechanik — 
in besonders schéner Weise gelungen zu sein. Das Buch erhebt nicht Anspruch 
darauf, ein vollstandiges physikalisches Wissen zu iibermitteln, sondern erfiillt 
vielmehr die Aufgabe der Darstellung der physikalischen Grundbegriffe und ihre 
Anwendung auf medizinischem Gebiet. In leicht verstandlicher Form sind wichtige 
Apparaturen und Instrumente aus Laboratorium und Klinik in ihrem Wirkungs- 
mechanismus erklart; so findet sich eine ausfiihrliche Bearbeitung elektrischer 
Gerate fiir Diagnostik und Therapie, ein groBes Kapitel iiber die Physik der 
Rontgenstrahlen und ein Abschnitt iiber Atomphysik und Radioaktivitat. Dar- 
tiber hinaus wirkt das Buch durch seine Hinweise auf physikalische Geschehnisse 
im Alltag und durch seine Aktualitat anregend und ist dazu angetan, das Interesse 
zu austiihrlicherem Studium der Physik zu wecken. G. TSCHERNE, Graz 


Buchbesprechungen 393 


The Interference Systems of Crossed Diffraction Gratings. Theory of Moiré Fringes. 
Von J. Guitp. Mit 7 Textabb., 5 Tafeln, VIII, 152 S. Oxford: At the Clarendon 
IPressem aL 956mm 2oes: 

Der Autor gibt in der vorliegenden Monographie erstmals eine geschlossene 
und umfassende Darstellung der sogenannten Moiré-Streifen. Diese Interferenz- 
Erscheinung entsteht bekanntlich dann, wenn dhnliche transparente Gitter iiber- 
einandergelegt werden. Wahrend die auf diese Art entstehenden ,,mechanischen 
Interferenzen“ grober Gitter schon des éfteren praktisch verwertet wurden und 
auch deren Deutung relativ einfach ist, legt der Autor hier eine eingehende beugungs- 
theoretische Theorie der Erscheinungen bei kleinen Gitterkonstanten vor. 

Nach einer allgemeinen Einfiihrung (Kap. 1) und grundsatzlichen Betrach- 
tungen (Kap. 2) bespricht der Autor die Erscheinungen bei zwei Gittern in Serie. 
In Kap. 4 werden die Merkmale der Streifensysteme und anschlieBend die Grund- 
lagen ftir deren metrologische Verwendung dargelegt. Es wird hier besonders auf die 
Moéglichkeiten der praktischen Verwertung der Moiré-Streifen hingewiesen, etwa zur 
Bestimmung kleiner mechanischer Drehungen und Bewegungen oder auch zur voll- 
automatischen exakten Langenmessung. Im letzten Kapitel finden wir eine eingehen- 
de Analyse des Einflusses von Gitterfehlern auf das Aussehen der Streifensysteme. 
Damit fundiert der Autor die Methode der Gitterpriifung mittels Moiré-Streifen. 

Hinzuzufiigen ist noch, daB die vorliegende Monographie nur die mathematische 
Seite dieses Problems bringt. Beobachtungsverfahren, mechanische Montierung 
der Gitter u. 4. will der Verfasser in einer spateren Arbeit behandeln. 

Die Ausstattung des Buches entspricht den an den bestens bekannten Verlag 
gestellten Erwartungen. A. PURGATHOFER, Wien 


Handbuch der Physik. — Encyclopedia of Physics. Herausgegeben von S. FLUGGE. 
Band XIV: Kaltephysik I. Mit 215 Textabb., VI, 349 S. Berlin-G6ttingen- 
Heidelberg: Springer-Verlag. 1956. Geb. DM 72.—, Subskriptionspreis 
DM. 57.60. 

Der vorliegende Band XIV bringt unter dem Sammeltitel ,,Kaltephysik I* 
(,,Kaltephysik II‘ in Band XV) folgende Beitrage: 

1. J. G. Daunt: ,,The Production of Low Temperatures Down to Hydrogen 
Temperatures.“ S. ] bis 111, 101 Abb., Literaturangaben im Text. 

Der Artikel behandelt in einer sehr gliicklichen Parallelfiihrung der theore- 
tischen und praktischen Gesichtspunkte alle Typen von Kaltemaschinen und Ver- 
fliissigern (Umkehrung des CarNnot-Prozesses, Ausniitzung des JOULE-THOMSON- 
Effektes, isentropische Expansion). Die Beschrankung auf den Temperaturbereich 
des Wasserstoffs (T; = 20,4° K) ist mehr formaler Natur, im Grundsatzlichen 
sind eigentlich auch schon die meisten Probleme des Helium-Verflissigers einge- 
schlossen. Ein eigenes Kapitel ist den theoretischen und konstruktiven Problemen 
der Warmeaustauscher und der Regeneratoren gewidmet. Die vielen Abbildungen 
und Literaturhinweise unterstiitzen die Orientierung. 

2. S. C. Cortins: ,,Helium-Liquefiers and Carriers.“ S. 112 bis 136, 24 Abb., 
Literaturangaben im Text.: 

Der Konstrukteur des ,,CoLiiNs-Verfliissigers‘’ behandelt an Hand der wich- 
tigsten zur Zeit in Verwendung stehenden He-Verfliissiger alle speziellen Fragen, 
die durch den Temperaturbereich (Ts = 4,2°K) und die Eigenschaften des 
fliissigen He bedingt sind. Fiir den Physiker, der sich fiir Arbeiten mit tiefsten 
Temperaturen vorbereiten will, diirften die vielen konkreten Zahlenangaben sehr 
wertvoll sein, aber auch die ausgezeichneten Abbildungen. Der Abschnitt tiber 
Transport- und VorratsgefaBe ist zwar sehr kurz, enthalt aber ausreichende 
Literaturhinweise, so daB auch er seinen Zweck erfiillen diirfte. 
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3D. K. C. Mac Donatp: ,,Electrical Conductivity of Metals and Alloys at 
Low Temperatures.‘ S. 137 bis 197, 43 Abb. 

Von einer recht kritisch gehaltenen Ubersicht iiber die historische Entwicklung 
der Elektronentheorie der metallischen Leitung, von DRuUDE bis BLocu, die aber 
auch bemerkenswerte Nebenlinien aufzeigt (THoMSON-LINDEMANN-WIEN), wird 
zu jenen Fragen hingeleitet, die fiir das Verhalten bei tiefsten Temperaturen be- 
stimmend sind (Restwiderstand und seine Abhangigkeit von Fremdatomen, 
Gitterdefekten und Strukturumwandlungen, Widerstandsminimum). Der zweite 
Abschnitt gibt eine anregende Darstellung der experimentellen Probleme, die bei 
der Messung extrem kleiner Widerstande auftreten, wobei auch die verwendeten 
Galvanometer mit photoelektrischer Verstarkung, sowie die supraleitenden 
Galvanometer besprochen werden. Im dritten Abschnitt werden die MeBergebnisse 
mit der Theorie (Gesetz von BrocH-GRUNEISEN) verglichen und die Ursachen der 
auftretenden Abweichungen (Abschirmung des Atomrumpf-Feldes usw.) disku- 
tiert. Den Abschlu8 des Artikels bildet die Besprechung der Anderung des Wider- 
standes im Magnetfeld, die nach Justr und Mitarbeitern bei tiefen Temperaturen 
zu merkwiirdigen Anisotropie-Effekten fiihrt, ferner der Effekte, die mit der Ver- 
gleichbarkeit der freien Weglange mit den Probendimensionen zusammenhangen 
(,,size-effect‘‘, anomaler Skineffekt) und die von Mac Donatp und Mitarbeitern 
festgestellte Wirkung des Magnetfeldes auf den ,,size-effect’’, die im Falle dunner 
Na-Filme zu einer anfinglichen Widerstandsabnahme mit wachsendem Magnet- 
feld fiihrt. Es ist dem Autor gelungen, mit der Diskussion der Tieftemperatur- 
effekte im Grunde genommen eine instruktive Erérterung der meisten Probleme der 
Elektronentheorie zu verbinden. 

4. P. G. KLremMENs: ,,Thermal Conductivity of Solids at Low Temperatures.“ 
S. 198 bis 281; 18 Abb., 146 Literaturzitate. 

Nach einer Einleitung, in der auch die grundsatzlichen Fragen der MeBtechnik 
bei tiefen Temperaturen gestreift werden, entwickelt der Verfasser zuerst die 
Theorie der Gitterleitung in dielektrischen Festkoérpern, dann die Theorie der 
elektronischen Komponente der Warmeleitung, die in den reinen Metallen wber- 
wiegt. Zum Verstandnis des Verhaltens der Legierungen, aber auch einiger reiner 
Metalle, wie z. B. Wismut, Beryllium, sowie der Halbleiter Ge und Si muB® die 
Uberlagerung beider Mechanismen untersucht werden. Den Abschlu8 bildet die 
Behandlung der Warmeleitung in Supraleitern, die durch eine Entkopplung der 
beiden Leitungsmechanismen gekennzeichnet ist. Bei supraleitenden Verbindungen 
scheinen etwas verwickeltere Effekte aufzutreten, die aber zur Zeit noch nicht 
restlos aufgeklart scheinen. Experimentelle Ergebnisse werden in den einzelnen 
Abschnitten zur Illustration der theoretisch abgeleiteten Zusammenhange ange- 
fiihrt, treten aber gegeniiber dem theoretischen Teil etwas zuriick. 

5. P. H. Keesom and N. Peartman: ,,Low Temperature Heat Capacity of 
Solids.“ S. 282 bis 337, 29 Abb. 

Der erste, einleitende Abschnitt bringt einen sehr vollstandigen Uberblick iiber 
die Entwicklung der Theorie der spezifischen Warme (Gittertheorie und Theorie 
des Elektronenanteils), der dem Leser fiirs erste ein Zuriickgreifen auf die friihere 
Ausgabe des Handbuchs ersparen diirfte. Ein zweiter Abschnitt ist der Experi- 
mentaltechnik gewidmet, vor allem natiirlich den speziellen Problemen der Messung 
extrem kleiner Warmemengen. Der dritte Abschnitt bringt die MeSergebnisse 
im Bereich der He-Temperaturen, nach Gruppen des periodischen Systems dis- 
kutiert. _Besonders behandelt werden die Abweichungen im Elektronenanteil 
der spezifischen Warme bei den Ubergangsmetallen, die durch die Energiebander- 
theorie weitgehend aufgeklart werden kénnen. Ein eigener Abschnitt. behandelt 
‘die Verhaltnisse im supraleitenden Zustand, ein Gebiet, auf dem Krrsom und 
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seine Mitarbeiter entscheidende Beitrage geliefert haben. Zum Schlusse werden 
noch die Abweichungen vom DEByE-Gesetz besprochen, die sich nach SCHOTTKY 
auf Ubergange zwischen angeregten Zustanden zuriickfiihren lassen; auch die 
Zusammenhange mit den kooperativen Erscheinungen und die Dimensionseffekte 
(,,size-effect") werden kurz gestreift. K. M. Kocu, Graz 


Handbuch der Physik — Encyclopedia of Physies. Herausgegeben von S. FLiGce. 
Band XV: Kaltephysik Il. Mit 318 Textabb., VII, 477 S. Berlin-Géttingen- 
Heidelberg: Springer-Verlag. 1956. Geb. DM 112.—, Subskriptionspreis 
DM 89.60. 

Der erste Artikel aus der Feder von J. vAN DEN Hanper, welcher als Ein- 
fithrung gedacht ist, ist dem Magnetismus bei tiefen Temperaturen gewidmet. 
Nach einem historischen Uberblick werden die wichtigsten Effekte magnetischer 
und elektrischer Felder bei ihrer Einwirkung auf die Energieniveaus magnetischer 
Ionen behandelt. Dabei werden die alteren Untersuchungsmethoden kritisch er- 
ortert und hierauf die Behandlung der neueren Methoden aufgebaut. Die ver- 
schiedenen Relaxationen, wie z. B. die erst 1948 von DE VRIJER und GorTER ent- 
deckte, sogenannte 3. Relaxation, finden hier ihre Behandlung. Dann wird die 
“paramagnetische Resonanz erértert, welche ganz besonders fiir die experimentellen 
Untersuchungen geeignet ist. Den Abschlu8 bildet der in neuerer Zeit besonders 
interessierende Antiferromagnetismus. Hier hat VAN VLECK mit seiner Theorie 
den Ausgangspunkt gefunden, an dem sich dann alle spateren Theorien anschlieBen. 
Eine sehr ausfithrliche Bibliographie zeigt das groBe Wachstum gerade in jiingster 
Zeit, welches dieses Gebiet auBerordentlich vergr6Bert hat. Der nachste Artikel 
liber adiabatische Entmagnetisierung stammt von D. DE KLERK und bringt zu- 
erst eine ausfiihrliche Thermodynamik der Entmagnetisierungsvorgange. Dies er- 
weist sich schon zur Bestimmung der absoluten Temperatur notwendig, die auf 
die Krtvinsche Definition zuriickgeht. In diesem Artikel wird ein sehr groBes 
experimentelles Material zusammengestellt, unter welchem samtliche Briicken- 
schaltungen eine heryvorragende Rolle eimnehmen. Auch magnetische Unter- 
suchungen der relativ hohen Temperaturen werden ausfiihrlichst erértert. Infolge 
der Fiille des Materials kann sich der Referent nur auf einen Uberblick beschranken. 
Die -magnetischen Untersuchungen bei tiefsten Temperaturen, insbesondere 
kooperative Effekte, Einflu8 magnetischer Felder, Warmeutbertragung und 
thermisches Gleichgewicht, sowie Kernmagnetisierung werden sehr ausfiihrlich und 
auch im Hinblick auf die neuere Entwicklung der Theorie behandelt. Die Supra- 
leitfahigkeit wird im dritten Artikel von BERNARD SERIN experimentell und im 
vierten Artikel von JOHN BARDEEN theoretisch zusammengestellt. Speziell die 
Theorie der Supraleitfahigkeit wird mit allen ihren Varianten sehr tibersichtlich 
und klar behandelt. Die Lonponsche Theorie als Ausgangspunkt stellt heute noch 
immer die beste Méglichkeit, sich in das Gebiet einzuarbeiten, dar. Daran schlieBt 
sich ein Uberblick iiber die nichtlokalen Theorien und die Randbedingungen, so- 
wie iiber die mikroskopischen Theorien. Hier ist vor allem bei den letzteren die 
HeIseNBERGSche Theorie und die von FROHLICH vorgeschlagene Behandlung aut 
Grund der Elektron-Phonon-Wechselwirkungen zu erwahnen, die auch kurz ge- 
streift werden. Der letzte Artikel iiber fliissiges Helium wurde von kK. MENDELSSOHN 
verfaBt und bringt nach einem historischen Uberblick eine ausfthrliche Behandlung 
des Helium I und Helium II Problems. Da8 hier natiirlich die BosE-EINSTEIN- 
Kondensation nicht fehlen darf ist verstandlich. Auch die thermodynamische Be- 
handlung sowie das Problem von He® wird in Diagrammen auGerordentlich klar 
dargestellt. Die Superfluiditat ist ebenfalls nicht tibersehen worden und kann 
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in jeder Weise als 4uBerst klar dargestellt angesehen werden. Ein theoretischer | 
Anhang bringt alles Wissenswerte tiber das ideale BosE-EINSTEIN-Gas und das 
nichtideale Bosr-EINSTEIN-Gas, sowie tiber die Lanpausche Theorie. Den Ab 


schluB bildet wieder ein sehr ausfiihrliches Literaturverzeichnis. 
P. URBAN, Graz 


Handbuch der Physik — Encyclopedia of Physics. Herausgegeben von S. FLUGGE. 
Band XX: Elektrische Leitungsphanomene II. Mit 272 Textabb., 
Waut, Zeit Sp Berlin-Gottingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1957. Geb. 
DM 112.—, Subskr.-Preis DM 89.60. 

Der erste Abschnitt ist den heute so wichtig gewordenen Halbleitern gewidmet 
und wurde von O, MapELuNG verfaBt. Nach einer kurzen Ubersicht iiber die 
Grundbegriffe der Halbleiterphysik, in welcher ihre Klassifikation auf Grund ihrer 
Stellung im periodischen System und ihrem Bindungstyp festgelegt wird, wird das 
Verhalten der Halbleiter im thermischen Gleichgewicht behandelt. Die Bestim- 
mung der Elektronendichte und der Lécherdichte erfordert bekanntlich die 
Kenntnis der Besetzungswahrscheinlichkeit und der energetischen Lage der be- 
setzbaren Terne in den Bandern. Es wird daher das Bandermodell erértert. Hier- 
auf behandelt der Verfasser die Eigenhalbleiter, Storstellenhalbleiter und die ge- 
mischten Halbleiter. Auch die chemische Statistik und die Raumladungen sowie 
die inneren Felder werden diskutiert. Daran schle8t sich die Theorie der Leit- 
fahigkeit in homogenen Halbleitern. Hierauf folgt die allgemeine Theorie der Leit- 
fahigkeit in isotropen Halbleitern in sehr ausfiihrlicher Darstellung. Hier sei vor 
allem auf die Behandlung der elektrischen, magnetischen und thermischen Effekte 
hingewiesen, welche durch ausfiihrliiche Tabellen und tbersichtliche Darstellung 
gekennzeichnet ist. Die Vielfalt des hier Gebotenen zwingt den Referenten sich 
auf das Wesentliche zu beschranken und nur auf eine Auswahl hervorstechender 
Merkmale einzugehen. Es folgen dann die Nichtgleichgewichtsprozesse in homo- 
genen Halbleitern, so das Verhalten einer lokalen Dichteabweichung im Halb- 
leiterinneren, der Einflu8 der Oberflachen und die verschiedenen Leitungsprozesse. 
Besonders wichtig erscheint der EinfluB von Haftstellen auf die Fotoleitfahigkeit, 
die Locherinjektion und der Fadentransistor. Ein eigener Abschnitt ist den 
p-n-Ubergangen gewidmet, deren Theorie sich bekanntlich an die grundlegende 
Arbeit von SHOCKLEY anschlieBt. Hier wird auch die Feldemission und Stof- 
ionisation erértert sowie die mehrfachen p-n-Ubergange, die fiir die Transistoren 
und Gleichrichter von Bedeutung sind. Auch die Oberflachen und Kontakte 
wurden behandelt, wobei die ScHotrKysche Raumschichttheorie mit ihren Er- 
weiterungen ihren Niederschlag findet. Der Kontakt Halbleiter-Halbleiter, aus 
dem die Theorie des Metall-Halbleiterkontaktes und des einzelnen Halbleiters mit 
inhomogener Stérstellenverteilung als Grenzfalle hervorgehen, wird erértert, wo- 
bei weitgehend auf die Arbeiten russischer Autoren Bedacht genommen wird. 
Den AbschluB dieses sehr lesenswerten Artikels bildet Halbleiteroptik, magnetische 
Probleme und die Bestimmungsmethoden der wichtigsten Halbleiterparameter, 
sowie eine Ubersicht iiber die speziellen Halbleiter. Eine zusammenfassende Li- 
teraturubersicht bringt das heute schon recht angewachsene Schrifttum und ge- 
stattet eine leichte Einarbeitung in die verschiedenen Spezialprobleme. 

Der nachste Abschnitt ist der Ionenleitfahigkeit gewidmet und stammt aus 
der Feder von A. B. Lipiarp. Die Darstellung behandelt die Modelle von FRENKEL 
und ScHottky und bringt die Theorie sowie ihren Vergleich mit dem Experiment. 
Es wird auf die verschiedenen Polarisationseffekte, Diffusion und thermoelek- 
trischen Krafte eingegangen, wobei der Verfasser auBerordentlich schénes Bild- 
material und tibersichtliche Tabellen bringt. Der dritte Abschnitt ist den elek- 
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trischen Eigenschaften des Glases gewidmet und stammt von J. M. STEVELs. 
Hier wird das Verhalten von Glas in elektrischen Feldern, seine Oberflachen- 
eigenschaften usw. behandelt und alles fiir den Experimentator Wichtige zu- 
sammengestellt. 

Der letzte Abschnitt ist der Elektrochemie gewidmet und wurde von E. Darmors 
verfaBt. Aus diesem sei besonders die ausfiihrliche Erérterung der Messung der 
Wasserstoffionenkonzentration herausgegriffen sowie auf die Behandlung der 
elektrokinetischen Phanomene. 

Auch dieser Band des neu erscheinenden Handbuches der Physik erfiillt die 
Erwartungen, welche in ihm gestellt sind, vollkommen und reiht sich wiirdig an 
die bereits erschienenen. P. UrBan, Graz 


- Handbuch der Physik — Encyclopedia of Physics. Herausgegeben von S. FLUGGE. 
Bd. XXII: Gasentladungen II. Mit 337 Textabb., VII, 652 S. Berlin-G6ttingen- 
Heidelberg: Springer-Verlag. 1956. Geb. DM 128.—, Subskr. Preis DM 102.40. 


Die ersten Bande des neuen Handbuches der Physik sind nunmehr heraus- 
gekommen und zeigen, dafi sie wiirdige Nachfolger der urspriinglichen Ausgabe von 
GEIGER und SCHEEL sind, die zwischen 1926 und 1930 erschien. Das vergangene 
Viertel- Jahrhundert hat beachtliche Fortschritte sowohl in der internationalen 
Zusammenarbeit wie in der Physik selbst gebracht. Beides ist an dem monumen- 
talen, neuen Werk zu erkennen. Die Autoren, zu den jeweils namhaftesten For- 
schern ihres Gebietes zahlend, stammen aus aller Herren Lander und schreiben 
ihre Beitrage in Englisch, Franzoésisch oder Deutsch. Der Fortschritt der Physik 
selbst machte die Aufnahme zahlreicher neuer Gebiete und damit eine vollstandige 
Neuordnung des Stoffes und seine Ausdehnung auf 54 Bande notwendig. Zu den 
neu aufgenommenen Gebieten gehdren auch die Gasentladungen, denen allein 
zwei Bande (Nr. 21 und 22) gewidmet sind. Wahrend in Band 21 die Grund- 
erscheinungen der Tragererzeugung, -bewegung und -vernichtung nebst sekundaren 
Effekten behandelt werden, enthalt Band 22 — von dem im folgenden allein die 
‘Rede ist — das Zusammenspiel aller dieser Erscheinungen bei den verschiedenen 
Typen von Entladungsvorgangen. 

Der einfiihrende Beitrag von F. LLEWELLYN JONES iiber ,,lonisation Growth 
and Breakdown“ behandelt den raumlichen und den zeitlichen Aufbau der Ent- 
ladung, der sich bei niedrigen Drucken nach dem TowNnsENp- und bei héheren 
Drucken nach dem Kanal-, bzw. streamer-Mechanismus vollzieht. 

GORDON FRANCcIs schildert in dem Artikel ,, The Glow Discharge at Low Pressure“ 
die GesetzmaBigkeiten des Kathoden- und Anodenraumes der Glimmentladung 
und ferner besondere Erscheinungen, wie z. B. den Einflu8 eines Magnetfeldes 
und die Kathodenzerstaubung. 

Ein besonders wichtiges Hilfsmittel zum Studium der Elementarprozesse in 
Gasentladungen ist durch die Untersuchung der Leuchterscheinungen gegeben. Die 
GesetzmaBigkeiten der Strahlungsvorgange in Gasen und die Anwendung auf 
spezielle Entladungstypen bringt RicHARD G. FowL_er in seinem Artikel ,, Radiation 
from Low Pressure Discharges". 

Der Beitrag ,,Elektrische Bogen und thermisches Plasma‘ von W. FINKELN- 
BURG und H. Marcker verdient nicht nur seines Forschung und Anwendung in 
gleicher Weise angebenden Inhaltes, sondern auch der Klarheit der Darstellung 
wegen ganz besondere Beachtung. Trotz der Mannigfaltigkeit der Bogentypen 
entsteht ein weitgehend einheitliches und klares Bild vom Bogenmechanismus, 
an dessen theoretischer und experimenteller Erarbeitung beide Autoren einen maB- 
geblichen Anteil haben. Auf die engen Beziehungen der Bogenphysik zu anderen 
Gebieten, wie etwa Astrophysik und Aerodynamik, und ferner auf die praktischen 
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Anwendungen des Bogens z. B. in der Hochtemperatur-, Licht-, SchweiB-, Schalt-, 
Vakuumschmelz- und chemischen Technik wird jeweils hingewiesen. 

Der ausgezeichnete Artikel von LEONARD B. Loes iiber ,,Electrical Breakdown 
of Gases with Steady or Direct Current Impulse Potentials‘‘ steht in seinem Inhalt 
dem einleitenden Aufsatz von F. L. Jones so auBerordentlich nahe, daB Wieder- 
holungen bestimmter Zusammenhange gar nicht vermieden werden konnten. 
Vielleicht sollte man gelegentlich einer Neuauflage auf eine noch bessere Koordi- 
nierung der einzelnen Beitrage achten. 

Mit den beiden Aufsatzen von SANBORN C. Brown iiber ,,Breakdown in 
Gases: Alternating and High-frequency Fields‘ und von B. F. SCHONLAND tber 
,, The Lightning Discharge‘, die die Sonderfragen der Ziindung bei Wechselfeldern, 
bzw. der Blitzentladung behandeln, schlieBt der 22. Band des Handbuches der 
Physik. 

Fiir die sichtende Sammlung und Herausgabe der so groB angelegten Enzy- 
klopadie der Physik unserer Tage gebiihren dem Herausgeber, Prof. S. FLUGGE, 
sowie dem Springer-Verlag Dank und Anerkennung. 

R. Haerer, Vaduz/Liechtenstein 


Handbuch der Physik — Encyclopedia of Physies. Herausgegeben von S. KLUGGE. 
Band XXIV: Grundlagen der Optik. Mit 761 Textabb., VIII, 656 S. 
Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1956. Geb. DM 132.—, Sub- 
skriptionspreis DM 105.60. 

Die klassische Optik hat das Verhalten der elektromagnetischen Strahlung im 
sichtbaren Spektralbereich zum Gegenstand. Obwohl die experimentellen und 
theoretischen Methoden der klassischen Optik in den letzten 50 Jahren wesenthch 
erweitert wurden, haben sich doch ihre theoretischen Grundlagen, die einerseits. 
auf den Maxwe .tschen Gleichungen und anderseits auf Verfahren der analytischen 
Mechanik fuBen, nur wenig geandert. Die Bedeutung der klassisch-optischen 
Methoden ist allerdings weit tiber ihren friiheren Rahmen angewachsen, bedingt 
durch den Umstand, daB diese mit Erfolg zur Behandlung der Fokussierungs- 
und Abbildungseigenschaften von Korpuskularstrahlen und der elektromagneti- 
schen cm-Wellen-Strahlung herangezogen werden konnten. 

Der vorhegende Band XXIV des ,,Blauen Handbuches“ ist den Grundproblemen 
der klassischen Optik gewidmet und in fiinf gré8ere Abschnitte unterteilt. Durch 
die Mitarbeit zweier bekannter franzésischer Physiker, Prof. A. MARECHAL, Institut 
d'Optique, Paris, und Prof. M. FRangon, Institut d’Optique, Paris, welche die 
Kapitel tiber ,,allgemeine geometrische Optik‘‘ und iiber ,,Wellenoptik‘’ verfaBt 
haben, gewann der Band an potentiellem Wert. Leider sind diese grundlegenden 
K\apitel in franzésischer Sprache abgefaBt, was die Lektiire fir den nur mit Schul- 
franzosisch ausgestatteten Physiker doch etwas beeintrachtigt. Vielleicht kénnte 
in einer Neuauflage dieses Bandes eine deutsche Ubersetzung erfolgen. 

Die anschlieBenden Abschnitte ,,Optik diinner Schichten‘‘ (4. Kapitel) und 
moderne, optische Verfahren zur Sichtbarmachung von kontrastarmen Objekten 
(,,Schlieren-Phasenkontrast-Lichtschnittverfahren, 5. Kapitel) stammen von 
Prof. H. WoLTrErR, Universitat Marburg, Deutschland, welcher an der Entwicklung 
dieser aktuellen Zweige der klassischen Optik hervorragend beteiligt ist. 

Das erste Kapitel iiber die Bestimmung der Lichtgeschwindigkeit (englisch 
verfaBt) hat Dr. E. BerGstranp, Stockholm, Schweden, zum Autor und bringt 
einen interessanten, gut redigierten Uberblick iiber alte und aktuelle Methoden. 
Von diesen erwahnen wir die modernen Verfahren der cm-Wellen-Technik, welche 
neben quasi-optischen Methoden (z. B. Interferenzverfahren) sehr genaue Hohl- 
rohr-, bzw. Hohlraumverfahren zur Entwicklung gebracht hat. Letztere zeichnen 
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sich durch besondere Einfachheit des prinzipiellen Aufbaues aus und gestatten 


tiber eine Frequenz- und Wellenlangenmessung die c-Bestimmung durchzufiihren. 

Wir gehen im folgenden noch etwas naher auf die Abschnitte 2 und 3 des 
Handbuches ein: Im 2. Kapitel (MartcHat) wird die geometrische Optik aus den 
Maxwe ttschen Gleichungen durch den Grenziibergang 4 > 0 abgeleitet. Man er- 
halt dadurch die Eikonalgleichung der Strahlenoptik und damit auch das FERMAT- 
sche Prinzip. Damit ist die Strahlenoptik zwanglos in die MAxwertsche Theorie 


-eingebaut und besitzt nicht mehr die isolierte Stellung dlterer Darstellungen 


(vgl. diesbeziiglich den analogen Artikel im Band XVIII des alten Handbuches). 
Aus dem Fermatschen Prinzip werden die allgemeinen Abbildungseigenschaften 
entwickelt und insbesondere die Theorie der Paraxialstrahlen (Gausssche Di- 
optrik) eingehend behandelt. Es folgt eine ausftihrliche Darstellung der chroma- 
tischen und geometrischen Aberrationen dritter und héherer Ordnung. 

Das sehr umfangreiche 3. Kapitel (M. FRaNcon) enthAlt die allgemeinen Grund- 
lagen der Wellenoptik und beschaftigt sich eingehend mit den klassischen Attri- 
buten der Wellenstrahlung, den Interferenz- und Beugungserscheinungen. Letztere 
werden, der iiblichen Einteilung folgend, nach Nah- und Fernzoneneffekte unter- 
schieden (FRAUENHOFERSChe und FRESNELsche Beugung) und gesondert behandelt. 
Die theoretischen Deduktionen erfolgen auf Grund des HuyGENS-FRESNELschen 
Prinzipes. In Analogie zum 2. Kapitel ware als Ausgangspunkt die aus den 
Maxwettschen Gleichungen resultierende, erweiterte KircHHorrsche Beugungs- 
formel vielleicht vorzuziehen gewesen, um auch hier den Anschlu& an die all- 
gemeine Theorie der elektromagnetischen Felder herzustellen. Der Artikel schlieBt 
mit den verschiedenen optischen Methoden zur Erzeugung polarisierter Strahlung. 
In der wohlabgewogenen Darstellung des Verfassers kommen theoretische und 
experimentelle Methoden, bzw. Ergebnisse sehr gleichmaBig zur Geltung und geben 
dadurch dem Leser eine umfassende Einsicht in dieses zentrale Gebiet klassischer 


~ Optik. E. LEDINEGG, Graz 


Handbuch der Physik — Encyclopedia of Physies. Herausgegeben von S. FLUGGE. 
Band XXXII: Strukturforschung. Mit 373 Textabb., VII, 663 S. Berlin- 
G6éttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1957. Geb. DM 144.—, Subskr.-Preis 
DM 115.20. 

Der vorliegende Band behandelt die R6éntgenkristallstrukturanalyse sowohl 
vom Standpunkt der experimentellen Methodik (A. GUINIER und G. von ELLER) 
als auch der Theorie (J. Bouman); die Rontgenbeugung an Flissigkeiten und 


-amorphen Stoffen (G. Fourner), die Rontgenkleinwinkelstreuung (BEEMAN, 


KAESBERG, ANDEREGG, WEBB), die Elektroneninterferenzen (H. RAETHER) und 
die Neutronenbeugung (G. R. Rinco). 

Uber das groBe Gebiet der Kristallstrukturanalyse legen bereits so viele aus- 
gezeichnete zusammenfassende Darstellungen vor, daB es schwer ist, hier noch 
etwas wesentlich besseres zu bringen. Immerhin darf aber die sehr tibersichtliche 
und klare Darlegung der ersten zwei Kapitel hervorgehoben werden, die nur im 
theoretischen Teil manchen Leser vielleicht etwas zu formal anmuten wird. 


-Natiirlich kann man auf dem gedrangten Raum (etwas itiber ein Drittel des Buches) 


keine Vollstandigkeit erwarten. So vermi8t der Referent zum Beispiel cine nahere 
Behandlung der Faserdiagramme und Texturaufklarung. 

Im Gegensatz zu den wohlfundierten Methoden und Ergebnissen der Kristall- 
strukturanalyse dringen die beiden folgenden Kapitel in Neuland vor. Der Ab- 
schnitt von FouRNET stiitzt sich vor allem auf die eigenen sicher sehr wertvollen 
Arbeiten des Verfassers. Aber man wird nicht ganz befriedigt sein, wenn man 
dem groRen formalen Apparat die wenigen Ergebnisse entgegenhalt, die damit er- 
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reicht werden, Hier sollte nach Meinung des Referenten ein groBerer Raum fiir 
die Bestimmung der Abstandstatistik durch Fourier-Umkehrung und die bisher 
damit erzielten Ergebnisse reserviert werden. 

Das vierte Kapitel befaBt sich vorzugsweise mit den verdiinnten kolloiden 
Systemen und bringt eine schéne Zusammenfassung der wichtigsten bisherigen 
Ergebnisse. Da® die dichtgepackten Systeme und die interpartikularen Inter- 
ferenzen verhaltnismabig kurz abgetan werden, wird man eher loben miissen, da 
das meiste, was auf diesem Gebiet vorliegt, wohl noch nicht als handbuchreif be- 
zeichnet werden kann. Dafiir wird man fiir die ausfiihrlichere Behandlung der 
Gitterfehler dankbar sein. 

Die beiden letzten Kapitel iiber Elektronen- und Neutronenbeugung fillen eine 
Liicke in der Literatur. Sie verbinden klare Darstellung mit reichhaltigem Inhalt 
und diirfen, soweit der Referent beurteilen kann, voll bejaht werden. 

Alles in allem ist der vorliegende Band seiner Vorganger nicht unwiirdig. 
Druck und Ausstattung sind von gewohnter Gite. G. Porop, Graz 


Handbuch der Physik — Eneyelopedia of Physics. Herausgegeben von S. FLUGGE. 
Band XXXV: Atome I. Mit 61 Textabb., V, 454 S.  Berlin-Géttingen- | 
Heidelberg: Springer-Verlag. 1957. Geb. DM 99.50, Subskriptionspreis | 


DM 79.60. 


Der Band enthalt zwei Artikel. Der erste behandelt die fundamentalen Kon- 


stanten der Atomphysik und ist von Dr. E. R. ConEN und Dr. J. W. M. DuMonp 


verfaBt worden. Da in den letzten 25 Jahren die physikalische Technik der MeB- — 
methoden einen enormen Aufschwung genommen hat, ist auch die Bestimmung | 
der verschiedenen Konstanten wesentlich verbessert worden. So wurde beispiels- | 
weise die Technik der Atomstrahlmethode und die Radiospektroskopie seit dem — 
Jahre 1940 zu einem hohen MaBe weiterentwickelt und zur Bereicherung unserer | 
IKkenntnisse und kritischen Studien durch verschiedene Autoren herangezogen. 
Den Ausgangspunkt bildete die wichtige Arbeit von RayMonpD T. BiRGE (1929), | 


welcher als erster die Zuverldssigkeit unserer Kenntnisse einer Priifung unterzog. 
Der Artikel gibt zuerst eine Skizze des historischen Fortschrittes unserer Kenntnisse 
der Atomkonstanten mit kurzen Beschreibungen sowohl der friiher verwendeten 
als auch der moderneren Methoden. Dann untersucht er die Zahlenwerte vom 
Stand 1955 und eine Kontrolle mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate hin- 
sichtlich der besten Ubereinstimmung und sinnvollsten Festlegung. So wird in 
einem sehr instruktiven perspektivischen Bild die Vertraglichkeit der Messungen 
der IKxonstanten e, m und / illustriert und auBerdem in Tabellen die Zahlenwerte, 
welche nach den verschiedenen experimentellen Methoden ermittelt wurden, 


gegentibergestellt. Die Ergebnisse aller dieser Betrachtungen werden am Schlu8 


des Artikels iibersichtlich zusammengestellt, wobei die erzielte Genauigkeit an- 
gegeben wird. 

Der zweite Artikel des Bandes behandelt die Quantenmechanik der Ein- und 
Zweielektronensysteme und wurde von A. H. BETHE gemeinsam mit E. E. SALPETER 
verfaBt. Er stellt eine Erweiterung des beriihmten Artikel gleichen Namens von 
H. A. BertuHeE allein dar, welcher im ,,blauen Handbuch‘ veréffentlicht wurde. 
Die Abschnitte 7 bis 9 wurden neu hinzugefiigt und behandeln die Methoden im 
Falle eines kontinuierlichen Spektrums fiir ein kugelsymmetrisches Potential, 
die Wellenfunktionen im Impulsraum im Falle eines diskreten und kontinuierlichen 
Spektrums. Im letzten Abschnitt wurden die heute sehr oft verwendete Methode 
von LippMANN und SCHWINGER skizziert und die ebenen Wellen als Loésungen mit 
ihren Zerlegungen nach positiven und negativen Frequenzanteilen komplex dar- 
gestellt. Darauf folet dann die Behandlung der Diracschen Theorie, welche den 
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heutigen Erfordernissen entsprechend sowohl in nichtkovarianter als auch in 
kovarianter Form Behandlung findet. Zur letzteren ware zu erwahnen, daB sich 
die Verfasser der imaginaren Metrik (*, = ict) bedienen, die im Gegensatz zu der 
von FEYNMAN verwendeten heute nicht mehr sehr iiblich ist. Der Abschnitt 11 
behandelt den Drehimpuls, der Abschnitt 12 die Paurische Theorie. Letztere 
wurde ebenfalls etwas ausfiihrlicher dargestellt. Bei der exakten Behandlung der 
Drrac-Gleichung wurden die ebenen Wellenlésungen und die Streuamplituden im 
Hinblick auf die Elektronenstreuung vertieft und die heute anerkannte Formel 
von McKINLEy-Fresuspacn erértert. Auch hier wurde wieder das Verhalten im 
Impulsraum ausfiihrlicher behandelt und die Zerlegung nach kleinen und grofen 
Komponenten sauber durchgefiihrt. Neu kommt auch hinzu die Behandlung der 
Strahlungskorrekturen sowie die S-Matrixtheorie. Die modernen Rechenmethoden 
der kovarianten Formulierung von FeyNMAN und die Verwendung der Graphen 
wurden verhaltnismaBig kurz behandelt, wogegen auf die gebundenen Zustande 
etwas mehr Gewicht gelegt wurde. Es ist dem Referenten unmdéglich, auf alles 
naher einzugehen, wegen der Fiille des Stoffes. Der Artikel schlie8t mit dem viel- 
zitierten und fast schon historisch gewordenen Anhang iiber Kugelfunktionen, der 
noch aus der Zeit stammt, wo H. A. BETHE bei SOMMERFELD in Miinchen ge- 
arbeitet hat. P. URBAN, Graz 


Handbuch der Physik — Encyclopedia of Physics. Herausgegeben von S. FLUGGe. 
Band XLVII: Geophysik I. Mit 289 Textabb., VIII, 659 S. Berlin-Géttingen- 
Heidelberg: Springer-Verlag. 1956. Geb. DM 118.—, Subskr.-Preis DM 94.40. 

Der eben erschienene erste Band ,,Geophysik'* entwirft in sechzehn Beitragen: 
fiir die bekannte und anerkannte Fachleute verantwortlich zeichnen, ein Bild 
vom derzeitigen Stand unseres Wissens und unserer Vorstellungen iiber die Physik 
der festen Erde. Erst die Lektiire dieser Aufsatze lat die — wie auf anderen —, 
so auch auf allen Gebieten der Geophysik erzielten Fortschritte der letzten Jahr- 
zehnte richtig zum BewuB8tsein kommen und man erkennt damit auch, wie dringend 
notig schon eine zusammenfassende Darstellung geworden ist. Denn obgleich 
uber die eine oder andere Teilfrage Monographien erschienen sind, so fehlt diesen 
doch meist der Blick tiber die Grenze hiniiber zu den Nachbargebieten, wodurch 
oft genug wichtige und bedeutsame Zusammenhange verloren gehen oder zumindest 
nicht die rechte Wirdigung erfahren. Man darf demgegentiber mit Befriedigung 
feststellen, da8 das Bemiihen um eine geschlossene Darstellung, die auch zu den 

Nachbardisziplinen die Verbindung immer wieder herstellt, in dem vorliegenden Band 

an vielen Einzelstellen, aber auch in der Gesamtanordnung deutlich sichtbar wird. 

Allein schon was Str HaroL_p SPENCER- JONES in seinem Beitrag ,, Phe Rotation 
of the Earth‘‘ Grundlegendes tiber die Zeiteinheit zu sagen wei, betrifft nicht nur 
den Geophysiker, sondern es muf8 ebenso den Physiker aufriitteln, riihrt diese 

Frage doch an einer Grundfeste des vierdimensionalen Raum-Zeit-Koordinaten- 

systems ebenso wie am Centimeter-Gramm-Sekunden-Mafsystem. Beobachtungen 

einer beschleunigten Bewegung von Sonne und Mond und iiber unregelmafige 

Schwankungen der Mondbewegung werden diskutiert, um schlieBlich die Griinde 

fiir unregelmaBige und jahreszeitlich bedingte regelmabige Anderungen in der 

Erdrotation aufspiiren zu kénnen. Mit der Erkenntnis, da®B sich die Erde infolge 

ihrer unregelmaBigen Rotation nicht fiir die Festlegung einer MaGeinheit — von 

der man ja billigerweise Konstanz voraussetzen mu8 — eignet, erhebt sich 
schlieBlich die Forderung nach einer wirklich konstanten Zeiteinheit, tber deren 

Festlegung der letzte Abschnitt kurz berichtet. 

Jean Coutoms, Direktor des Institut de Physique du Globe in Paris ist mit 
zwei Beitragen vertreten, seine ,,Séismométrie” befaBt sich vor allem mit der 
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Theorie und mit dem praktischen Aufbau verschiedenartiger Seismographen, 
wobei auch die modernen, elektronischen Einrichtungen, wie sie vorwiegend fir 
die Sprengseismik entwickelt worden sind, auf ihre Brauchbarkeit fiir die Erdbeben- 
forschung untersucht werden. Seine Erganzung findet dieser Abschnitt in dem 
folgenden Aufsatz ,,Seismic Wave Transmission‘ von K. E. BuLLEN, in dem man 
alles Wissenswerte iiber die Deformationstheorie, iiber die transversalen und 
longitudinalen Erdbebenwellen und ihre Laufzeiten erfahrt. Selbstverstandlich 
wird auch der Erforschung des Erdinnern mit Hilfe seismischer Beobachtungen 
ein Abschnitt gewidmet. In einem kurzen Beitrag ,,L’agitation microséismique”™ 
mag man vielleicht einen Hinweis auf einige neuere deutsche Arbeiten vermissen, 
die eine gewisse Verbindung zu meteorologisch-ozeanographischen Fragen herzu- 
stellen gestatten. Die schwierigen Verhaltnisse bei Oberflachen-Wellen und bei 
gefiihrten Wellen werden von MAuricE EwinG und FRANK Press an Hand aus- 
gewahlter Seismogramme ausftihrlich dargestellt, ein weiterer Beitrag ,,Seismic 
Prospecting‘ der gleichen Verfasser leitet dann uber zur Sprengseismik, wobei so- 
wohl Apparate als auch Ergebnisse (und ihre Deutung) der Reflexions- und der 
Refraktions-SchieStechnik erlautert werden. Mit der Messung elastischer Eigen- 
schaften von Gesteinen setzen sich HEINRICH BAULE und ERICH MULLER aus- 
fiihrlich auseinander, wobei vor allem die in letzter Zeit erzielten Fortschritte auf 
dem Gebiete des Ultraschalls und verschiedener elektronischer Verfahren zur Er- 
zeugung und Messung kurzzeitiger _ Impulse gebithrende Erwahnung finden. 

G. D. GaRLAND berichtet in seinem Beitrag ,,Gravity and Isostasy“ tiber die 
absolute und relative Messung der Schwerkraft, sowie tiber die Bedeutung und 
mathematische Interpretation der Schwerkraft-Anomalien, ADRIAN EUGEN 
SCHEIDEGGER befaBt sich mit den Kraften in der Erdkruste. Ein sehr groBer 
Raum ist dem ganz ausgezeichneten Beitrag von J. T. Witson, R. D. RussELL 
und R. MacCunn Farguuar, betitelt ,,Radioactivity and Age of Minerals‘ vor- 
behalten. Der kurze historische Riickblick auf die Versuche, eine Antwort zu 
geben auf die die Menschheit allzeit bewegende Frage nach dem Alter der Erde 
und des Alls, zeigt einmal mehr die in den letzten Jahrzehnten erzielten enormen 
Fortschritte auf diesem Teilgebiet auf, beweist dariiber hinaus aber auch die 
Wichtigkeit einer Zusammenarbeit mit den Nachbardisziplinen Astronomie und 


Geologie. Die physikalischen Grundlagen des radioaktiven Zerfalls — einst 
Domane der Luftelektriker — und die Ergebnisse der Isotopenforschung werden 


ausfiihrlich behandelt und erst nach dieser Vorarbeit wird auf die MeBmethoden 
zur Bestimmung der Gesteins-Radioaktivitat und auf die vorliegenden MeB- 
ergebnisse eingegangen. Die verschiedenen Methoden der Altersbestimmung — 
zuruckgefiihrt einerseits auf den Zerfall von Uran und Thorium, andererseits auf 
den von Kalium und Rubidium (u. a.) — werden nicht nur erlautert, sondern auch 
durch zahlreiche Zahlenangaben in ihrer Brauchbarkeit bestatigt. Ein Kapitel iiber 
Fragen, die vor allem den Geologen interessieren, beschlieBt diesen wertvollen Beitrag. 

Mit dem Erdinnern beschaftigt sich des weiteren JoHN ARTHUR JACOBS, 
wobei mit den theoretischen Untersuchungen tiber die Temperaturverhaltnisse 
im Erdinnern unter Einwirkung des radioaktiven Zerfalls der Anschlu8 an den 
vorherigen Beitrag gefunden wird, wahrend sich weitere Abschnitte mit dem 
Erdmagnetismus im Zusammenhang mit dem Erdinnern beschaftigen und so 
bereits iiberleiten zu Beitragen von Lours CaGniarp (Electricité tellurique) und 
S. Kk. Runcorn (Magnetization of Rocks). Von letzterem Verfasser stammt auch 
ein weiterer Beitrag ,,The Magnetism of the Earth’s Body“, in dem Instrumente 
und Methoden zur Messung des magnetischen Erdfeldes und seiner Variationen 
beschrieben werden, wahrend Diagramme und Weltkarten zahlreiche neuere Er- 
gebnisse darstellen. Ein SchluBkapitel beleuchtet schlieBlich kritisch die Theorien, 
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die zur Erklarung des Erdmagnetfeldes, seiner Westwirtsdrift und seiner sakularen 
Variation erdacht worden sind. 

Der letzte Beitrag des Bandes, , Figur der Erde‘, ist vor allem den Geodaten 
gewidmet. Karr JUNG erértert hierin zunachst die Grundbegriffe und entwickelt 
dann an Hand zahlreicher Formeln die schwierige Theorie der Geoidbestimmung. 
Der Bewegung der Erdachse sowie neuzeitlichen Problemen und Entwicklungen ist 
je ein weiteres Kapitel gewidmet, wahrend ein umfangreicher Anhang Zahlenwerte, 
Formeln und auch Tabellen der Kugelfunktionen erster Art aufgenommen hat. 

Der Band wird abgeschlossen mit je einem zweisprachigen (deutsch-englisch, 
englisch-deutsch) Sachverzeichnis fiir die in deutscher und englischer Sprache 
abgefaBten Beitrage, sowie mit einem franzdsischen Inhaltsverzeichnis fiir die in 
letzterer Sprache geschriebenen, wodurch das Nachschlagen bestimmter Stich- 
worte erleichtert wird. 

Der Verlag hat das Buch in gewohnter Weise mit einem ausgezeichneten 
Druck auf reinweiBem, diinnem Papier und mit einer sorgfaltigen Wiedergabe der 
zahlreichen Formeln und Abbildungen ausgestattet. O. BuRKARD, Graz 


Elasticity, Fracture and Flow with Engineering and Geological Applications. Von 
J. C. JAEGER. Mit 54 Textabb., VIII, 152 S. London: Methuen & Co. Ltd. — 
New York: J. Wiley & Sons, Inc. 1956. 10s. 6 d. 

Der Inhalt gliedert sich in drei gleich groBe Kapitel und behandelt die Theorien 
der Elastizitat und Viskositat in strenger mathematischer Formulierung. 

Das erste Kapitel ist dem Druck und der Spannung gewidmet, wobei die 
Formeln fiir ein-, zwei- oder dreidimensionale GréBen abgeleitet werden, die 
Spannung kann dabei endlich oder infinitesimal sein. Sehr viel Raum nehmen das 
reziproke Spannungsellipsoid und die Moursche Darstellung von Druck und 
Spannung in Anspruch. 

Das zweite Kapitel behandelt das Verhalten der einzelnen Stoffe und geht da- 
mit auf die Bediirfnisse der Praxis naher ein. Es beginnt mit den verschiedenen 
Druck-Spannungs-Diagrammen, wobei neben den bekannten Deformationen auch 
jene durch plétzliche und ruckartige Belastung Erwahnung finden.  Hierauf 
werden die verschiedenen Moduln und die Potssonsche Zahl abgeleitet und deren 
Werte fiir einige Stoffe angegeben. Der Rest des Kapitels behandelt einige 
spezielle Anwendungen, wie anisotrope K6rper, hohen Druck etc., um nur 
einige Beispiele zu nennen, ferner die Briicke und den Beginn einer plastischen 
Deformation. Sehr schén ist auch die Rolle der Geschwindigkeit bei den Flissig- 
keiten und die Beziehungen zwischen Viskositat und Elastizitat erklart. Zum Ab- 
schluB finden wir die verschiedenen Substanzen, wie Hooxesche, NEwronsche, 
St. VENaANTsche, KeL_vinsche, Voricrsche, MAXWELLsche und BinGHamsche Stoffe 
erklart und einander gegeniibergestellt. 

Das letzte Kapitel behandelt die Bewegungsgleichungen und den Gleichgewichts- 
zustand bei den verschiedenen Stoffen und unter verschiedenen Voraussetzungen. 

Das Buch ist sehr iibersichtlich, sowohl hinsichtlich des Inhaltes als auch der 
Ausstattung. Es ist als Hilfsmittel beim Studium wie in der Praxis vortrefflich 
geeignet. He ZINGL, Graz 


Metallkunde fiir den Konstrukteur. Von E. M. H. Lips. Mit einem Geleitwort von 
A. Matrinc. Ubersetzt aus dem Englischen von R. ScHorz. (Philips’ Tech- 
nische Bibliothek.) Mit 173 Textabb., XIV, 261 S. Eindhoven: N. V. Philips’ 
Gloeilampenfabrieken. 1956. 

Um den Charakter des Buches vorwegzunehmen: Dieses Werk will mehr sein 
als eine vorwiegend theoretische Abhandlung tiber Metalle im tiblichen Stil. Neben 
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einer gedraneten Zusammenfassung der wichtigsten theoretischen Elemente des 
metallischen Zustandes wendet sich der Autor vor allem an den Praktiker und 
bringt die Metallkunde in eine unmittelbare Beziehung zur modernen Konstruk- 
tionslehre. Der heutige Konstrukteur mu8 das Verhalten der verschiedenen Metalle 
von Grund auf verstehen, um sie méglichst wirtschaftlich anzuwenden und alle 
Moglichkeiten, die sich ihm durch die Kenntnis ihrer besonderen Eigenschaften 
bieten, ausniitzen zu k6nnen. 

Nun kurz zum Inhalt: Im Abschnitt iiber die mechanischen Eigenschaften der 
Metalle und Legierungen werden die verschiedenen Priifverfahren der Harte- 
bestimmung, des Zugversuches, des Kerb- und Torsionsschlagversuches beschrieben 
und die damit verbundenen Begriffe wie Harte, Elastizitatsgrenze, Streckgrenze, 
Dehnung usw. erldutert. Tabellen und Schemata erganzen die klaren und prag- 
nanten Ausfiihrungen. Den Ubergang zum metallurgischen Teil des Buches bildet 
ein Absatz iiber Korrosion. Als ausfiihrlich beschriebene Beispiele von Zustands- 
diagrammen findet man das ,,klassische’’ Eisen-Zementitsystem und das Eisen- 
Graphitsystem vor. Viele gute Mikroaufnahmen vervollstandigen den Abschnitt. 
Den Hauptinhalt des Buches bildet aber die eingehende Behandlung zunachst der 
Eisen-Kohlenstofflegierungen und dann der Nichteisenmetalle und -legierungen, 
Zahlreiche Tabellen, Nomogramme und Schaubilder veranlassen auch hier den Be- 
niitzer das Buch oft und gerne zur Hand zu nehmen. Sowohl dieser wie die beiden 
letzten Abschnitte (Warmebehandlung von Metallen, Verformung und Ver- 
bindung von Metallen) zeichnen sich durch die iibersichtliche Anordnung des 
Stoffes und vor allem durch die Fille des Informationsmaterials aus, das in Form 
unzahliger exakter Tabellenwerte unmittelbar als Konstruktionsgrundlage ver- 
wendbar ist. 

Zusammenfassend kann festgestellt werden, da® dieses Buch zweifellos in einem 
weiten Leserkreis Interesse und Anklang finden wird: Konstrukteuren, Ingenieuren 
und Studenten wird hier die Gelegenheit zu einer 4uBerst niitzlichen Abrundung 
des technischen Grundwissens geboten. K. Oroszy, Graz 


Geometrical Opties. Von L. C. Martin. Mit 130 Textabb., VII, 215 S. London: 
om Ly Pitmanyé sons, Ibtd, 1955.5" 224s) 167d" 


Die geometrische Optik, heute in den Vorlesungen oft als Stiefkind behandelt, 
wird in dem Buch fiir Anfanger mit gewissen Vorkenntnissen geeignet dargestellt. 
Um es mit Gewinn vollstandig studieren zu kénnen, wird man im allgemeinen wohl 
schon einige Semester Physik und Mathematik gehdrt haben miissen. 

Das vorliegende Buch kann und will keinen Anspruch auf Vollstandigkeit er- 
heben, auch wird die mathematische Behandlung nicht auf zu hohem Niveau 
durchgefiihrt, es ist der Gegenstand aber ausfiihrlicher behandelt als in den allge- 
meinen Physiklehrbiichern. Der Verfasser bemiiht sich, nicht nur die Grund- 
gesetze der Optik darzustellen, sondern auch ihren Giiltigkeitsbereich anzugeben 
und ihre Anwendbarkeit zu diskutieren. Das Buch ist in sieben Kapitel straff 
geghedert, die jedes fiir sich weitgehend abgeschlossen ein Teilgebiet behandeln. 
Nach jedem Kapitel sind eine Anzahl von Ubungsbeispielen (insgesamt 84), sehr 
unterschiedlicher Schwierigkeit angegeben, die Lésungen sind am Ende des Buches 
kurz notiert. 

Im Einfithrungskapitel, dem umfangreichsten und besten des Buches, werden 
die Grundgesetze der geometrischen Optik behandelt. Um Raum zu sparen, ist 
die Reflexion als Spezialfall der Brechung dargestellt. Die Entwicklung ver- 
schiedener Gr6Ben nach Potenzreihen der Koordinaten bildet eine Vorstufe fiir 


spatere Rechnungen, insbesonders fiir das die Abbildungsfehler behandelnde 
Kapitel. . 


AY 
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Dann werden die allerwichtigsten Grundlagen der Theorie der kollinearen Be- 
ziehungen in analytischer Darstellung behandelt, wobei die Terminologie ent- 
wickelt wird. Die dicken Linsen und Systeme von diinnen Linsen werden etwas 
ausfiihrlicher besprochen, kurz auch ein katadioptrisches System erwahnt. 

Nun wird einiges iiber die Dispersion gesagt und danach die Grundlagen der 
chromatischen Korrekturen besprochen. Mikroskop, Fernrohr und Spektroskop 
werden im tiblichen Lehrbuchsumfang dargestellt. Nach, wegen Platzmangels 
nur oberflachlichem Eingehen auf die Beugungserscheinungen, wird das Auf- 
lésungsvermégen optischer Instrumente wieder etwas genauer diskutiert. Das 
Kapitel iiber die Beobachtung und Aufzeichnung von Bildern halt sich durchaus 
im Rahmen iiblicher Darstellungen, auch von der Photometrie ist nichts besonderes 
zu berichten. 

Dagegen verdient das letzte Kapitel tiber Abbildungsfehler wieder ein gewisses 
Augenmerk, Es werden die Grundlagen der algebraischen Theorie der Abbildungs- 
fehler, wie sie auf SEIDEL zuriickgeht, dargestellt und die primaren Bildfehler in 
leicht verstandlicher Weise besprochen. 

Im groBen und ganzen mu man das Erscheinen des Buches begriiBen, ob- 
gleich es in seinem Aufbau etwas heterogen ist. Es fiillt eine Liicke auf dem Lehr- 
buchsektor durch seine Stellung zwischen den allgemeinen Physiklehrbiichern und 
ausfithrlicheren optischen Werken. Einige historische Hinweise und die gelegent- 
lich von der iiblichen abweichenden Darstellungsweise, bei der man immer wieder 
einen Autor von groBer Erfahrung auf dem Gebiet der technischen Optik spiirt, 
machen das Buch sicher auch fiir fortgeschrittene Studierende zu einer interessanten 
Lektiire. O. PREINING, Wien 


Der Kathodenyerstirker in der elektronischen MeStechnik. Von K. MU LiEr- 
Ltseckx. Mit 129 Textabb., XI, 155 S. Berlin-G6ttingen-Heidelberg: Springer- 
Verlag. 1956. Geb. DM 24.—. 

Der Verfasser will mit der Herausgabe dieses Buches dem groBen Mangel an 
zusammenfassender und systematisch gegliederter Literatur auf dem Gebiete der 


Verstarkertechnik abhelfen. Als gewiegter Praktiker — blickt er doch auf lang- 
jahrige erfolgreiche Tatigkeit in groBen deutschen Industrie-Entwicklungs- 
laboratorien zuriick — stellt er seine groBe Erfahrung in den Dienst seiner sich 


gestellten Aufgabe und versteht es, zahlreiche verstreut vorliegende Unterlagen 
geschickt zu sammeln und mit seinen eigenen Beitragen zu verschmelzen. 

Besonders hervorheben moéchte der Rezensent die theoretischen Kapitel tiber 
Kathodenverstarker und Gleichrichter, in denen die Theorien der verschieden- 
artigsten gebrauchlichen Schaltungen besprochen und gegeniibergestellt werden. 
Den Hauptinhalt des Buches bildet aber der praktische Teil, in welchem auf die 
Beniitzung von Kathodenverstarkern in der modernen Gleich- und Wechsel- 
spannungsmeBtechnik ausfiihrlich eingegangen wird. Viele Anwendungsbeispiele 
aus Elektro- und Fernsehtechnik erganzen den Inhalt in zweckmaBiger Weise. 
AuBerdem wird eine Anzahl von industriell hergestellten Me®geradten mit vielen 
Schaltskizzen und Abbildungen eingehend beschrieben. Sehr aufschlu®reich ist 
das abschlieBende Kapitel iiber StromrichtermeBtechnik, ein Gebiet iiber das 
leider nur wenig Literatur existiert. 

Die sehr ausfiihrliche und auf die praktischen Bediirfnisse zugeschnittene Dar- 
stellung ist fiir-denjenigen, der mit Verstarkern, speziell meBtechnisch, zu tun hat, 
zweifellos eine groBe Hilfe. K. Oroszy, Graz 


-~Atomkraft. Der Bau von Atomkraftwerken und seine Probleme. Eine Einfithrung 


fiir Ingenieure, Energiewirtschaftler und Volkswirte. Von F. MUNzINGER. 
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Zweite, vollig neu bearbeitete stark erweiterte Auflage. Mit 171 Textabb. 
und 51 Tab., XII, 224 S. Berlin-Gottingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1957. 
Geb. DM 29.40. 

Wie notwendig eine Einfiihrung in die Probleme der Atomkraftwerke fir 
Ingenieure ist, zeigt allein schon die Tatsache, da die erste Auflage dieses Werkes 
so schnell vergriffen war. Die nun vorliegende zweite Auflage wurde ganzlich um- 
gearbeitet. So ist der Reaktorphysik ein wesentlich breiterer Raum gewidmet. 
Dabei hat sich der Verfasser auf das zum Verstandnis Wesentliche beschrankt, so 
daB sich jetzt jeder an Hand dieses Werkes einen guten Uberblick aneignen kann. 
Daneben wurden die von mir an der ersten Auflage kritisierten — physikalisch 
nicht einwandfreien — Fachausdriicke berichtigt, die einzelnen Vorgange klar 
und iibersichtlich erklart und dargestellt, so daB das Studium dieser Auflage auch 
fiir den nicht kernphysikalisch Vorgebildeten sehr erleichtert wurde. 

Der technische Teil wurde durch die auf der Genfer Konferenz bekannt- 
gegebenen Details bereichert und ist nun gegeniiber der ersten Auflage abge- 
schlossener und vollstandiger. Die Einteilung der Reaktoren ist nun tibersicht- 
licher, die vom Autor vorgeschlagene Kurzbezeichnung der einzelnen Typen tritt 
nunmehr gegeniiber der tiblichen Bezeichnung zuriick, so daB sich auch derjenige 
sofort zurechtfindet, der sich bereits etwas in die Materie eingearbeitet hat. 

Der wirtschaftliche Teil verwendet mit seltener Griindlichkeit die neuesten 
Preise. Damit werden die vom Autor durchgefiihrten Kalkulationen und der Ver- 
gleich der Situation in den wichtigsten Landern sehr aktuell. 

AbschheBend ist zu sagen, daB diese Auflage das bisher einzige Werk in deut- 
scher Sprache ist, das den Technikern, ja selbst den Physikern und Chemikern 
eine Einfiithrung in die Probleme der Atomkraftwerke erméglicht und hierbei jenes 
Wissen vermittelt wird, das die Techniker heute dringend bendtigen. 

Eine groBe Anzahl von Tabellen und Skizzen machen das Buch zum Nach- 
schlagswerk, dies gilt vor allem fiir alle jene Dinge, die vorwiegend den Techniker 
interessieren. H. ZINGL, Graz 


Die Physik der Hochpolymeren. Herausgegeben von H. A. Stuart. Dritter Band: 
Ordnungszustande und Umwandlungserscheinungen in _ festen 
hochpolymeren Stoffen. Mit 370 Textabb., XVI, 693 S. Berlin-Géttingen- 
Heidelberg: Springer-Verlag. 1955. Geb. DM 89.—. 

Nachdem die ersten zwei Bande der Reihe ,,Die Physik der Hochpolymeren‘ 
das freie Molekiil und das Molekiil in Lésung behandelten, ist der vorliegende 
dritte Band den festen Hochpolymeren gewidmet. Entsprechend der Bedeutung 
dieser Stoffklasse beschrankt sich der vorliegende Band nur auf die Grundlagen, 
technologische Aspekte bleiben einem weiteren vierten Band vorbehalten. Wieder- 
um sind die einzelnen Kapitel von bekannten Fachleuten geschrieben. DaB den- 
noch und trotz der tiberdies keineswegs homogenen Materie das Buch ein ge- 
schlossenes Ganzes wurde, ist eine beachtliche Leistung des Herausgebers. 

Im ersten Teil werden die Ordnungszustande (Phasen) zundchst in Nieder- 
molekularen und dann ausfiihrlich in Hochpolymeren diskutiert und die Methoden 
zu ihrer Erforschung dargelegt, wobei das Schwergewicht auf der Réntgenstruktur- 
analyse liegt. Zwar ist bekanntlich der Phasenbegriff bei Hochpolymeren wesent- 
lich weniger scharf zu fassen als bei den niedermolekularen Stoffen und noch 
Gegenstand lebhafter Diskussion (z. B. amorph-kristallin), doch zeigen gerade die 
Ausfiihrungen dieses Bandes, daB seine entsprechend vorsichtige Anwendung 
durchaus sinnvoll und berechtigt ist. In sehr vollstandiger Weise werden an- 
schheBend Strukturprobleme behandelt und zwar an Naturfasern (denen ein 
eigenes Kapitel gewidmet ist), Kunstfasern, den Proteinen und schlieSlich auch, 


> 
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weniger konzentriert, an Kunststoffen allgemein. Naturgemaf kommen dabei auch 
Dinge zur Sprache, die durchaus im Flu8 sind, wie z. B. die Spharolithbildung beim 
Erstarren Hochpolymerer oder die langen Perioden bei bestimmten Kunstfasern, 
welche tberdies neuerdings auch bei Cellulosefasern entdeckt wurden, wodurch 
die Ausfithrungen auf S. 220 oben schén bestatigt werden. 

Im zweiten Teil werden Umwandlungserscheinungen (im wesentlichen Kristalli- 
sation und glasiges Erstarren) behandelt, wobei die Darbietungsweise verschiedeni 
ist (thermodynamisch, statistisch, modellmaBig und phanomenologisch). Dadurch 
werden manchmal Probleme von verschiedenem Gesichtswinkel aus behandelt. was 
z. B. besonders reizvoll bei der Betrachtung des Schmelzens der Fall ist (S. Doe 
Auch die Spharolithbildung und die Ideen der Helix-Textur kommen ausfiihrlich 
zur Sprache. Zuletzt wird noch versucht, Zusammenhange zwischen den Um- 
wandlungserscheinungen Kristallisation und Einfrieren und der chemischen Kon- 
stitution aufzuzeigen. 

Im allgemeinen mu8 man sagen, daB der Band gleichermaen als Nachschlage- 
werk und zum griindlichen Studium verwendet werden kann; da er sowohl die 
maSgeblichen Theorien gentigend ausfiihrlich bringt, so daB8 man meist auf das 
Aufsuchen der (iibrigens gut und reichlich zitierten) Originalliteratur verzichten 
kann, als auch eine Fiille von Daten und Ergebnissen in Tabellen und fast durch- 
wegs sehr guten Illustrationen. Auch die 4uBere Ausstattung ist von der gewohnten 
Qualitat, so daB das Werk jedem Fachmann (Physiker wie Physikochemiker) un- 
eingeschrankt empfohlen werden kann. J. ScHURz, Graz 


Vorlesungen iiber Atomphysik. Band I. Von J. Picut. Berlin: Deutscher Verlag 
der Wissenschaften. 1956. 

Das Buch befaBt sich mit der Physik der Atomhiille in phanomenologischer 
Darstellung, wahrend die Kernphysik und die Quantentheorie einem zweiten 
Band vorbehalten bleiben. An speziellen Kenntnissen setzt der Verfasser wenig 
voraus, da er die Grundlagen der statistischen Mechanik, der Strahlungstheorie 
und des Atombaues ausfiihrlich behandelt, doch ist immerhin ein gewisses MaB 
an physikalischem Denkvermégen und mathematischem Riistzeug erforderlich, 

da die Fiille des gebotenen Stoffes auf relativ kleinem Raum eine betrachtliche 
Konzentration verlangt. Das soll niemanden vom Studium dieses Buches ab- 
'schrecken, sondern im Gegenteil andeuten, das es mehr bietet, als es auf den 
_ ersten Blick verspricht. Fiir Anfanger weniger geeignet, kann es jedem fortge- 
schrittenen Studierenden bestens empfohlen werden. Insbesondere lhefert es eine 
solide Grundlage fiir die spatere Beschaftigung mit der modernen _ ,,nicht- 
klassischen‘‘ Physik. L. HANnKE, Graz 


Wabhrscheinlichkeitstheorie. Von H. RicatTer. (Grundlehren der Mathematischen 
Wissenschaften: Band 86.) Mit 14 Textabb., XII, 435 S.  Berlin-Goéttingen- 
Heidelberg: Springer-Verlag. 1956. DM 66.—, geb. DM 69.60. 

Aus der Feder des bekannten Statistikers Prof. Dr. Hans Ricuter, Miinchen, 
stammt das vorliegende Werk, welches als das erste deutsche Lehrbuch tuber 
moderne Wahrscheinlichkeitsrechnung anzusehen ist. Die alteren (deutsch- 
 sprachigen) Biicher gréReren Umfanges sind alle vor der grundlegenden Abhandlung 
A. Ko_mocororr (1933 in der Reihe: Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenz- 
gebiete) verfaBt und operieren mit uneinheitlichen, zum Teil auch unbefriedigenden 
Begriffssystemen, welche eigentlich nur im Falle der Lapracr-Experimente eine 
strenge Formulierung gefunden haben. Erst durch die maStheoretische Charak- 
terisierung der Wahrscheinlichkeit, die als normiertes Ma der Ergebnismenge 
definiert wird, war es méglich, die heterogenen Gebiete der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung logisch in ein in sich konsistentes System zusammenzutassen. Besonders 
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wertvoll hat sich der moderne Wahrscheinlichkeitsbegriff bei der Behandlung 
stochastischer Prozesse und statistischer Entscheidungsverfahren erwiesen. 

Der Verfasser setzte sich zum Ziele, in einem einzelnen fiir sich verstandlichen 
Bande, die allgemeine Theorie der Wahrscheinlichkeitsrechnung systematisch vom 
maftheoretischen Standpunkte aufzubauen. Es sei gleich vorweggenommen, dab. 
dieses Programm vom Verfasser in eindrucksvoller Weise durchgefiihrt wurde. 

Der iiberaus klare Aufbau der maBtheoretischen Grundlagen im ersten und 
vierten Kapitel erméglichen es auch dem nicht mengenalgebraisch eingestellten 
Leser den Intentionen des Verfassers zu folgen und die an sich schwierigeren 
Kapitel 5 und 7 mit Verstandnis zu studieren. Viele Ergebnisse der alteren Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung, welche im Kapitel 3 behandelt werden, wie 7. B. die 
Theorie der Gliicksspiele u.a.m., erhalten im Lichte der modernen Betrachtungs- 
weise ihre tiefere Bedeutung. Das fiinfte Kapitel (zufallige GroBen auf allge- 
meinen Wahrscheinlichkeitsfeldern) geht dann auf die zentralen Probleme der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung ein. Die allgemeine Theorie der Verteilungsfunk- 
tionen, der erzeugenden Funktion und ihrer Verallgemeinerung, der charakteri- 
stischen Funktionen wird eingehend behandelt. Dieser wichtigste und umfassendste: 
Abschnitt des Buches stellt an den Leser besondere Anforderungen, der aber auch 
anderseits durch eine Fiille interessanter Satze und Theoreme und nicht zuletzt 
durch die pragnante Gestaltung der Beweisfiihrungen reichlich entschadigt wird. 
Das folgende Kapitel ist den elementaren Verteilungen gewidmet, welche organisch 
an die allgemeine Theorie des fiinften Kapitels angeschlossen sind. Das Werk 
schlieBt mit der Untersuchung der Konvergenz zufalliger GréBen (Kapitel 7). 
Nach der strengen Formulierung der wahrscheinlichkeitstheoretischen Konvergenz- 
begriffe werden deren allgemeine Eigenschaften und die Konvergenzkriterien aus- 
fiihrlich abgeleitet. Die Grenzwertsatze fiir BERNOULLI-Experimente, bekannt als 
,, Gesetz der groBen Zahlen“ finden hier als Spezialfall den gebiihrenden Raum. 

Es ist zu hoffen, daB das vorliegende Buch als Standardwerk der modernen 
Wahrscheinlichkeitsrechnung die entsprechende Wiirdigung im deutschen Leser- 
kreis findet. Allerdings will der Inhalt des Buches gewissenhaft erarbeitet sein. 

E. LEpINEGG, Graz 


Struktur und Bigensehaften der Kristalle. Eine Einfiihrung in die geometrische, che- 
mische und physikalische Kristallkunde. Von H. G. F. WINKLER. Zweite, erwei- 
terte und umgearbeitete Auflage. Mit 111 Abb., 2 Tafeln und 82 Tab., VIII, 314 S. 
Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1955. DM 25.80, men DM 29.60. 


Die Kristallkunde beriihrt Probleme der Mineralogie, Chemie, Physik sowie 
auch der Technik und nimmt dadurch eine Schliisselstellung innerhalb der exakten 
Naturwissenschaften ein. Ein Bediirfnis nach einer leicht verstandlichen und dabei 
doch in die Tiefe gehenden Einfiihrung fiir Studierende ist unzweifelhaft vor- 
handen. Das vorliegende Buch unternimmt es, wie dem Referenten scheint, in 
sehr gliicklicher Weise, diese Liicke zu fiillen. Die zentrale Stellung nimmt darin 
der Zusammenhang zwischen Struktur und Eigenschaften ein, der einmal von 
Seite der Struktur und zum andern Mal von Seite der Eigenschaften beleuchtet 
wird. Durch Verzicht auf eine systematische Vollstandigkeit der Kristallstrukturen 
einerseits und auf die Behandlung noch nicht geniigend geklarter Eigenschaften 
andererseits war es méglich, bei verhaltnismaBig geringem Umfang des Buches 
doch die aufgeworfenen Probleme sehr eingehend zu besprechen, wobei die Klarheit 
der Darstellung angenehm auffallt. 

Es handelt sich somit um eine Einfiihrung im besten Sinn des Wortes, der man 
nur die gebiihrende Anerkennung und Verbreitung wiinschen kann. 


G. Porop, Graz 
Herausgeber, Eigentiimer und Verleger: ~ Springer-| -Verlag, Wien it "Mélkerbastei 5. Mic den Inhalt 
verantwortlich: Prof. Dr. Paul Urban, Graz, Institut ftir Theoretische Physik der Universitat. — 
Druck: Berger & Schwarz, Zwettl, N.-O. 


Acta Physica Austriaca, Band 11, Heft 3 


Fortsetzung von dey II, Umschlagseite . 


Formeln: Der Setzer versteht im allgemeinen nichts vom Sinn der Formeln und hilt sich 
genau an die Vorlage. Korrekturen an gesetzten Formeln bedingen einen unverhaltnismaBig groBen Auf- 
wand an Mehrarbeit. UnverhaltnismaBig in bezug auf die geringe Mehrarbeit, die der Verfasser hat, wenn 
er Buchstaben und Formelzeichen deutlich und unmi8verstandlich schreibt, bzw. malt. — Die Formel- 
zeichen sollen womédglich den AEF-Normen entsprechen oder den in den beiden Handbiichern der Physik 
verwendeten Zeichen angeglichen sein. — Langere' mathematische Ableitungen sollen gegebenenfalls 
in einem mathematischen Anhang zusammengestellt werden; soweit gekiirzt, daB der Fachmann den 
Rechengang iibersehen und eventuell kontrollieren kann. Im Text ist raumsparende Schreibweise anzu- 

E 


SAS cog alr? 
wenden, also (a + b)/e statt sul oder e has statte *T. 


Zitate ebenso wie Anmerkungen werden als FuSnoten mit durch die Arbeit fortlaufender 
Numerierung (zur Erleichterung der Rtickverweisung, bzw. zur Vermeidung unnétiger Wiederholungen) 
gebracht, Als Zitatmuster (vergleiche die Handbiicher oder die S.-B. der Akademie): A. J. DrempstTEr, 
Nature 136, 180 (1935). 


Autorenkorrekturen, das heiSt nachtragliche Textanderungen, werden, soweit sie 10% der Satz- 
kosten tiberschreiten, den Verfassern in Rechnung gestellt. 


Herausgeber, Schriftleitung und Verlag 


SPRINGER-VERLAG IN WIEN 


Mikrochimiea Acta 


Schriftleitung 


M. K. Zacherl 
Wien 
Die Zeitschrift erscheint ab 1957 zu einem festen Jahvesbezugspreis. Im 
Jahre 1958 wird ein Band von etwa 800 Seiten Umfang zum Jahresbezugspreis 
von S 660.—, DM 110.—, sfr. 113.—, $ 26.— erscheinen. Der Band. setzt 
sich aus 6 Hefien zusammen, die in Abstdnden von etwa zwet Monaten heraus- 
gegeben werden. 


Soeben erschien: 


1957/Sechstes Heft. (Abgeschlossen im Oktober 1957.) Mit 22 Textabbildungen. 
102 Seiten. 1957. 


Inhaltsverzeichnis: Cheronis, N. D., and M. C. Zymaris. The Microdetermina- 
tion of Reducing Sugars in Blood by Means of p-Anisyl Tetrazolium Blue. — 
Gagliardi, E., und H. Reimers. Untersuchungen und analytische Verwertung von 
Tripelsalzen vom Typus NaMe(II) (UO ), (CH3;COO),. « H,O. — Musil, A., und 
R. Pietsch. Metallfallungen mit Methylphenylarsinsauren. — Musil, A., und 
W. Haas. Bestimmung von Vanadium mit $-Benzoylphenylhydrazin. — Ballezo, H., 
G. Doppler und A. Lanik. Eine rasche Fluor-Mikrobestimmung durch Destillation 
und Absorption. — Derkosch, J., und H. Neuninger. Das spektroskopische Ver- 
halten von Kupferlegierungen im fremdgeziindeten AbreiBbogen. — Roth, H., 
und Ph. Schuster. Bestimmung von Saureamiden. — Roth, H., und Ph. Schuster. 
Bestimmung der Peroxydgruppe (aktiver Sauerstoff), — Roth, H., und ~ 
W. Beck. Bestimmung der Dithiocarbaminat- und Thiuramdisulfidgruppe. — 
Conway, H. S. Remark upon the Article by K. Biirger, ,,Beitrag zur 
direkten mikroanalytischen Bestimmung des Sauerstoffes in organischen Ver- 
bindungen‘‘. — Mitteilungen aus chemischen Gesellschaften. — Buchbesprechungen. 


— Sachregister. 
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Soeben erschien 
das erste Lehr- und Nachschlagewerk tiber Atomreaktoren — 
in deutscher Sprache 


Physik und Technik 
der Atomreaktoren 


Von 


Ferdinand Cap 


Tit. ao. Professor an der Universitat Innsbruck 


Mit 100 Textabbildungen. XXIX, 487 Seiten. Gr.-8°. 1957 
Ganzleinen S 384.—, DM 64.—, sfr. 65.50, $ 15.25 


Seit der Genfer Atomkonferenz ist das Interesse fiir Atomreaktoren in Kreisen 
der Wissenschaft und Industrie sehr stark angewachsen. Gleichzeitig wird es immer 
schwieriger, aus der Flut von Einzelarbeiten und aus den sparlichen Buchver- 
offentlichungen, die bisher in Amerika erschienen sind, ein abgerundetes Bild 
iiber Theorie, Physik und Technik der Atomreaktoren zu bekommen. Professor 
Cap, der wohl als einer der ersten in Europa schon im Studienjahr 1950/51 an der 
Universitat Innsbruck Vorlesungen tiber Reaktorphysik gehalten hat und der in 
verschiedenen Reaktorzentren Europas Erfahrungen sammeln konnte, gibt mit 
diesem Lehrbuch, dem ersten seiner Art in deutscher Sprache, einen Uberblick 
uber den derzeitigen Stand des theoretischen, experimentellen und technischen 
Wissens tiber Atomreaktoren. Ausgehend von den kernphysikalischen Grundlagen, 
behandelt der Verfasser Theorie, Bau, Betrieb und Sicherheit solcher Anlagen. 
Ein besonderer Abschnitt bringt in tibersichtlicher Darstellung eine eingehende 
Beschreibung der bisher entwickelten Reaktortypen. Daran schlieBen sich Kapitel 
liber die Anwendung der Reaktoren, iiber Strahlungsschutzrecht, Organisations- 
fragen und Atom-V6lkerrecht. Die wissenschaftliche Literatur konnte bis zum 
Ende des Jahres 1956 beriicksichtigt werden. 

Das Werk wendet sich an Studierende héherer Semester der verschiedenen 
Fachrichtungen, wie Physik, Chemie, angewandte Mathematik und samtlicher 
technischen Facher, doch wird auch der Fachwissenschaftler und der fiir Atom- 
fragen interessierte Industrielle gréBten Nutzen aus dem Werk ziehen k6nnen, 
da es einerseits die modernsten Probleme der Reaktortheorie, wie die Stérungs- 
theorie oder die Transporttheorie schneller-Reaktoren, beriicksichtigt, und anderer- 
seits auch schwierigere mathematische Probleme in einer auch fiir den Nicht- 
theoretiker verstandlichen Weise behandelt. Die einzelnen Paragraphen sind durch 
Ubungsbeispiele erganzt. Das Buch, das nicht nur als Lehrbuch, sondern auch als 
Handbuch und Nachschlagewerk gedacht ist, verfiigt iiber ein sehr ausfiihrliches 
Literatur- und Sachwortverzeichnis (deutsch-englisch) und gibt iiber alle wichtigen, 
bisher bekannten kernphysikalischen Daten Auskunft, 


Zu beziehen durch Ihre Buchhandlung 


